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Математические методы исследования вечной мерзлоты
Аннотация. Работа посвящена математическим методам исследования тепло-

вого режима многолетнемёрзлых пород. Рассматривается классическое уравнение 
теплопроводности с учётом фазовых переходов влаги, задача Стефана и условия на 
подвижной границе вода–лёд, где скачок теплового потока компенсирует скрытую 
теплоту плавления. Для стационарного случая обсуждается переход к уравнению 
Лапласа и расчёт геотермического градиента. Учёт природной гетерогенности сре-
ды требует стохастического обобщения: вводится случайное температурное поле, 
удовлетворяющее параболическому уравнению с аддитивным шумом, и на основе 
корреляционной теории выводятся уравнения для пространственной ковариационной 
функции. Особое внимание уделено интегральному представлению ковариации с 
экспоненциально убывающим ядром, предложенному японскими исследователями 
для описания пространственной изменчивости температуры поверхности грунта в 
криолитозоне Восточной Сибири. Приводятся примеры применения этих подходов к 
регионам сплошного распространения мерзлоты — Центральной Якутии и Чукотке, где 
российско-японские экспедиции собрали многолетние ряды наблюдений. Анализиру-
ется характерный масштаб пространственной корреляции температуры, определяемый 
типом растительности и микрорельефом. Статья иллюстрирует переход на границе 
вода–лёд схематическим графиком температурного профиля, демонстрирующим 
излом градиентов, обусловленный условием Стефана. Полученные результаты важны 
для прогнозирования реакции криолитозоны на климатические изменения и коли-
чественной оценки неопределённостей в моделях теплового баланса мёрзлых толщ.
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Mathematical Methods for Studying Permafrost
Abstract. The work is devoted to mathematical methods for studying the thermal 

regime of permafrost. It examines the classical heat equation accounting for phase 
transitions of moisture, the Stefan problem, and conditions at the moving water–ice 
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Введение
Многолетнемёрзлые породы (вечная мерзлота) занимают око-

ло четверти площади суши Северного полушария и играют ключе-
вую роль в климатической системе, углеродном цикле и устойчи-
вости инженерных сооружений [1]. Потепление климата вызывает 
деградацию мерзлоты, что приводит к усилению эмиссии парнико-
вых газов, активизации термокарстовых и оползневых процессов, 
а также к разрушению инфраструктуры [2]. Для количественного 
прогнозирования этих изменений необходимо детальное понимание 
физических механизмов теплопереноса в промерзающих и протаи-
вающих грунтах. Математическое моделирование здесь становится 
основным инструментом, позволяющим воспроизводить наблюдае-
мые температурные поля и оценивать их будущую динамику [1; 2].

Классический подход опирается на уравнение теплопрово-
дности и задачу Стефана, учитывающую фазовый переход воды в 
лёд [3]. Однако реальные природные среды крайне неоднородны: 
теплофизические свойства грунтов, влажность, мощность снежно-
го и растительного покрова варьируют в пространстве случайным 
образом. Это требует стохастического обобщения детерминиро-
ванных моделей, в рамках которого температура рассматривается 
как случайное поле, а её статистические характеристики — сред-
нее, дисперсия и ковариация — находятся из уравнений, получае-
мых усреднением исходных физических законов. Важный вклад в 
развитие таких методов применительно к криолитозоне Восточной 
Сибири внесли совместные российско-японские исследования. В 
частности, японскими учёными было предложено интегральное 
выражение для пространственной ковариации температуры по-

boundary, where the jump in heat flux compensates for the latent heat of fusion. For the 
stationary case, the transition to the Laplace equation and the calculation of the geothermal 
gradient are discussed. Accounting for natural heterogeneity of the medium requires a 
stochastic generalization: a random temperature field satisfying a parabolic equation with 
additive noise is introduced, and equations for the spatial covariance function are derived 
based on correlation theory. Particular attention is paid to the integral representation of 
the covariance with an exponentially decaying kernel, proposed by Japanese researchers 
to describe the spatial variability of ground surface temperature in the permafrost zone of 
Eastern Siberia. Examples of applying these approaches to continuous permafrost regions—
Central Yakutia and Chukotka—are provided, where Russian Japanese expeditions have 
gathered long term observational series. The characteristic spatial correlation scale of 
temperature, determined by vegetation type and microrelief, is analyzed. The article 
illustrates the transition at the water–ice boundary with a schematic graph of the temperature 
profile, showing the break in gradients due to the Stefan condition. The obtained results 
are important for predicting the response of the permafrost zone to climatic changes and 
for quantifying uncertainties in heat balance models of frozen strata.

Keywords. Heat conduction equation, permafrost, covariance function, Chu-
kotka, Yakutia.

Article info. Received 6 May, 2026; Accepted 15 May, 2026; Available online 
29 June, 2026.



ISSN 2713-1734

248

верхности с ядром, экспоненциально убывающим с расстоянием, 
что позволило эффективно описывать реальные данные измере-
ний в Якутии и на Чукотке.

Цель настоящей работы — систематически изложить мате-
матические методы исследования теплового состояния многолет-
немерзлых пород, от классического уравнения теплопроводности 
и условий на границе раздела фаз до стохастической теории флук-
туаций и интегральных представлений для ковариации температу-
ры, с демонстрацией их применения на примере данных полевых 
наблюдений в Центральной Якутии и на Чукотском полуострове.

1. Классическое уравнение теплопроводности
Распространение тепла в грунтах криолитозоны описывает-

ся дифференциальным уравнением теплопроводности. В общей 
трёхмерной постановке оно имеет вид: [4]

𝑝𝑝𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=  ∇ ∗ ( 𝜆𝜆∇𝑇𝑇) + 𝑞𝑞𝑣𝑣  ,	 (1)

где Т (r, t) — температура, р — плотность, с — удельная тепло-
ёмкость, λ  — коэффициент теплопроводности, qv  — мощность 
внутренних источников тепла. В случае однородной среды и от-
сутствия фазовых переходов уравнение сводится к классическому 
параболическому виду с постоянным коэффициентом температу-
ропроводности α – λ / pc. Для мёрзлых грунотов необходиом учи-
тывать, что теплофизические характеристики λ и c сами зависят 
от температуры, особенно вблизи точки замерзания, что делает 
задачу существенно нелинейной. Однако в инженерных расчётах 
часто применяют квазилинейное приближение, вводя эффектив-
ную теплоёмкость, учитывающую фазовые переходы в некотором 
температурном интервале [1; 2].

2. Граничные условия на границе вода-лёд
Фазовый переход «вода–лёд» приводит к возникновению под-

вижной границы ξ(t), на которой выполняется условие Стефана:

λ1  
∂T1

∂z
�

z=ξ
− λ2

∂T2

∂z
�

z=ξ
= Lp2W

dξ
dt

 ,	 (2)

где индексы 1 и 2 относятся к талой и мёрзлой зонам, L — скры-
тая теплота плавления льда, W — влажность грунта. Кроме того, на 
границе задано равенство температур Граничные условия: T1(ξ,  t) = 
= T2(ξ, t) = T1{ph}, обычно принимаемое равным 0 °C. В реальных дис-
персных грунтах из-за капиллярных и адсорбционных эффектов 
часть воды остаётся в жидком состоянии при отрицательных темпе-
ратурах. Поэтому часто используют обобщённое условие Стефана с 
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учётом содержания незамёрзшей воды, зависящей от температуры, 
что приводит к распределённому тепловыделению в некоторой об-
ласти, а не на резкой границе [1].

В средах с фрактальной структурой и аномальной диффузией 
классическое условие Стефана обобщается путём замены целочис-
ленных производных по времени и координате на дробные произ-
водные. Это позволяет учесть эффекты памяти и пространственные 
корреляции, характерные для неоднородных мёрзлых пород.

Наличие скрытой теплоты плавления приводит к тому, что 
на гринце раздела талого и мерзлого грунта происходит илом тем-
пературного профиля. Это хорошо видно на графике зависимости 
температуры от глубины в периоды промерзания или оттаивания. 
(рис. 1 и 2).

Рис. 1. График граничных условий перехода фазы зима

Рис. 2. График граничных условий перехода фазы лето
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Разница наклонов отражает скачок теплового потока, необ-
ходимый для выделения или поглощения скрытой теплоты. При 
промерзании задний фронт мерзлоты движется вправо, при оттаи-
вании — влево.

Описание границы фазового перехода лёд—вода для реальных 
мерзлотных пород сопряжено со значительными сложностями. Клас-
сическое приближение плоского фазового фронта, лежащее в основе 
традиционной задачи Стефана, не выполняется в капиллярных средах, 
такие как песок, супесь и суглинки. Еще более проблематично его при-
менение во фрактальных средах — торфе, мхе, перегное и чернозё-
мах. Для учёта нелокальности и эффектов памяти, характерных для 
фрактальных структур, были предложены подходы на основе дроб-
ных производных. Однако эти подходы требуют дополнительных те-
оретических и экспериментальных исследований, а также тщательной 
верификации на натурных данных. Перспективным направлением яв-
ляется применение стохастических моделей сложных систем, учиты-
вающих фрактальную природу пористых сред [5; 6].

3. Уравнение Лапласа и поток тепла
В стационарных условиях, когда 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑡𝑡

 =  0 , и при постоян-
стве теплофизических свойств уравнение теплопроводности пере-
ходит в уравнение Лапласа: [4; 7; 8]

∆T = 0.	 (3)

Тепловой поток определяется законом Фурье q = –λ∇T. В од-
номерном случае для оценки глубины залегания кровли многолет-
немёрзлых пород часто используют решение уравнения Лапласа в 
слое: задавая на поверхности температуру Ts =T0 + Asin(ωt + φ) а на 
нижней границе мерзлоты — постоянный геотермический поток  
qgeo, получают стационарный вертикальный профиль, положение 
нулевой изотермы и мощность мерзлоты.

В стационарных условиях, характерных для термодинамиче-
ских параметров внутри земной коры (за исключением периодов 
землетрясений и вулканических зон) геотермический поток не за-
висит от z. Поэтому

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝑄𝑄
𝜆𝜆(𝑧𝑧) , 𝑇𝑇(0) = 𝑇𝑇0,𝑇𝑇(∞) = 𝑇𝑇∞ , 𝑇𝑇0 < 𝑇𝑇∞  .

Интегрируем:

 𝑇𝑇(𝑧𝑧) = 𝑇𝑇0 − 𝑄𝑄�(
1

𝜆𝜆(𝑧𝑧))
𝑧𝑧

0

𝑑𝑑𝑑𝑑. 
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Нижняя граница мерзлоты z1находится из уравнения

273,15𝐾𝐾 = 𝑇𝑇0 − 𝑄𝑄� (
1

𝜆𝜆(𝑧𝑧))

𝑧𝑧1

0

𝑑𝑑𝑑𝑑 .

Однако, в термодинамической модели вблизи 273,15 K нуж-
но учитывать фазовые переходы лёд-вода.

4. Теория флуктуаций для уравнения теплопроводности
Стохастическое описание температурного поля необходимо 

для учёта пространственных неоднородностей тепловых свойств, 
вариаций снежного покрова и микроклимата [3; 9]. Пусть темпера-
тура удовлетворяет уравнению

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕 𝑡𝑡

 =  𝑎𝑎∆𝑇𝑇 + 𝜂𝜂(𝑟𝑟, 𝑡𝑡), 
 

,	 (4)

где η(r, t) — случайное поле с нулевым средним и известной корре-
ляционной функцией. В рамках корреляционной теории выводят 
уравнения для моментов. Для пространственно-временно ковари-
ации K(r1, t1; r2, t2) = 〈T'(r1, t1)T'(r2, t2)〉 (штрих обозначает отклоне-
ние от среднего) можно получить детерминированное уравнение в 
частных производных, которые в стационарном случает относится 
к эллиптическому типу. Часто предполагается, что источник шума 
дельта-коррелирован по времени, а по пространству имеет некото-
рую корреляционную функцию Ф(|r1 – r2|), что значительно упро-
щает анализ.

Уравнение для ковариации температуры и его решение
В условиях статистической однородности и изотропии на 

горизонтальной плоскости пространственная ковариация темпе-
ратуры поверхности грунта C(r) = 〈T(r1)T(r2)〉 – 〈T〉2, где r(|r1 – r2|), 
удовлетворяет уравнению, которое для частного случая экспонен-
циального затухания приводит к решению [10]

С(𝑟𝑟) = 𝜎𝜎𝑇𝑇2 exp �−
𝑟𝑟
ℓ𝑐𝑐
�. .	 (5)

Эта форма была предложена и использована японскими учё-
ными (Iijima, Hiyama и др.) при обработке данных полевых изме-
рений температуры деятельного слоя в Восточной Сибири [11; 12; 
10]. В их работах показано, что такое представление соответствует 
функции Грина стационарного стохастического уравнения тепло-
проводности с белым по пространству шумом и может быть вы-
ведено из спектрального разложения в рамках теории случайных 
полей. Параметр корреляции lc характеризует типичный размер 
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неоднородностей и для лиственничных лесов Центральной Яку-
тии составляет порядка 60–150 м в зависимости от увлажнённости 
и мощности мохового покрова [10; 13].

5. Примеры Якутии и Чукотки
Якутия и Чукотка являются эталонными полигонами для 

верификации математических моделей теплового режима мерзло-
ты. Мощность многолетнемёрзлых пород в Центральной Якутии 
достигает 500 м и более; среднегодовая температура грунтов на 
глубине нулевых годовых амплитуд варьирует от –10 до –2 °C. 
Российско-японские экспедиции на стационарах «Спасская Падь» 
(около Якутска) и «Эльгээйи» позволили получить детальные дан-
ные по температуре, влажности и глубине сезонного протаива-
ния [11; 12; 14]. В частности, данные 2005–2015 гг. показали, что 
на участках с моховым покровом мощность деятельного слоя на 
20–30 см меньше, чем на оголённых площадках. Применение сто-
хастической модели с ковариационным ядром позволило интер-
полировать точечные измерения на всю территорию с ошибкой не 
более 0,5 °C. На Чукотке пространственная изменчивость темпе-
ратуры грунтов ещё выше из-за сложного рельефа и влияния моря; 
характерный масштаб корреляции lc здесь оказывается меньше — 
от 30 до 80 м. Эти результаты важны для регионального картиро-
вания мерзлотных условий и оценки рисков деградации мерзлоты 
при потеплении климата [7; 15; 13].

Заключение
Математический аппарат, объединяющий классическую тер-

модинамику фазовых переходов и стохастическую теорию случай-
ных полей, обеспечивает надёжную основу для прогноза эволюции 
криолитозоны. Интегральные представления ковариации с экспо-
ненциальным ядром, развитые японскими исследователями, успеш-
но применяются для интерполяции статистических данных и оцен-
ки неопределённостей. Дальнейшее развитие методов предполагает 
полный учёт трёхмерной неоднородности, совместной динамики 
тепла и влаги, а также ассимиляцию спутниковых измерений [2; 13].
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