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В теории вероятностей известно распределение вероятно-
стей Вейбулла [1]. Оно используется в исследованиях по гидро-
логии и климату [2], в теории надежности машин и механизмов, в 
электронике и электротехнике [3‑6], в медицине [7].  Это распре-
деление вероятностей обладает плотностью вероятностей, которая 
начинается в некоторой точке, например, в нуле, и далее имеет 
колоколообразную форму. Такая форма плотности вероятностей 
как раз и встречается в указанных выше научных сферах. Именно 
поэтому распределение Вейбулла представляет интерес для мно-
гих научных и инженерных приложений.

Интеграл от плотности вероятностей Вейбулла равен 1, а 
само подынтегральное выражение зависит от трех параметров, 
определение которых составляет задачу интерпретации статисти-
ческих данных.
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Удобным теоретическим фактором является также то, что 
распределение вероятностей Вейбулла, т.е. интеграл с переменной 
верхней границей от плотности вероятностей, имеет вид экспонен-
циального стремления к единице. Такой вид зависимости возникает 
во многих физических задачах, учитывающих насыщение. Приме-
ром может служить накачка активной среды в лазерной физике [8], 
или выход на квазистационарный режим в теории эпидемий [9].

Удивительным является отсутствие сведений о распределении 
Вейбулла в известных справочниках по математике [10‑12]. В част-
ности, мы не нашли сведений о ширине, коэффициентах асимме-
трии и эксцесса плотности вероятностей Вейбулла. В связи с этим, 
авторы решили посвятить распределению Вейбулла данную статью.

Общий вид плотности вероятностей Вейбулла следующий

𝑔𝑔(𝑡𝑡′; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘, 𝑐𝑐) = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ )((𝑡𝑡′ − с) 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−((𝑡𝑡′−с) 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 . 	 (1)
Здесь λ, k, c — параметры ширины, формы и смещения функ-

ции (1). Сделаем замену переменных
t' – c = t,	 (2)

которая приводит плотность вероятностей Вейбулла к стандарт-
ному виду

𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘) = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ )(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 . 
 

	 (3)

Смещение переменной t никак не влияет ни на форму, ни на 
высоту функции и связано только с изменением положения функ-
ции относительно системы координат. Далее будем рассматривать 
функцию (3). Графики функции (3) для различных значений степе-
ни k представлены на рис. 1.

Проинтегрируем функцию (3)

G(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘) = � 𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
= − � 𝑑𝑑𝑒𝑒−(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘

𝑡𝑡

0
= 1 − 𝑒𝑒−(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘

. 

 

	 (4)

Формула (4) определяет распределение вероятностей Вей-
булла. Отметим, что интеграл по всему диапазону от 0 до ∞ равен 
G(∞, λ, k) = 1.

Найдем точку максимума функции Вейбулла и величину 
максимума. Для этого вычислим производную от функции (3) 

  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
𝑘𝑘
𝜆𝜆�

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝑡𝑡
𝜆𝜆�

(𝑘𝑘−1)
𝑒𝑒−�𝑡𝑡

𝜆𝜆�
𝑘𝑘

= 

= (𝑘𝑘/𝜆𝜆) �[(𝑘𝑘 − 1)(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−2)(1 𝜆𝜆⁄ )]𝑒𝑒−(𝑡𝑡/𝜆𝜆)𝑘𝑘 − 𝑘𝑘(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−1)(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡/𝜆𝜆)𝑘𝑘 (1 𝜆𝜆⁄ )� 
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(𝑘𝑘/𝜆𝜆) �[(𝑘𝑘 − 1)(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−2)(1 𝜆𝜆⁄ )]𝑒𝑒−(𝑡𝑡/𝜆𝜆)𝑘𝑘 − 𝑘𝑘(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−1)(𝑡𝑡/𝜆𝜆)(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡/𝜆𝜆)𝑘𝑘 (1 𝜆𝜆⁄ )� .	 (5)

Для отыскания максимума приравниваем нулю производ-
ную. В результате приходим к уравнению

(k – 1) – k(t / λ)k = 0,	 (6)

которое имеет решение

𝑡𝑡∗ = 𝜆𝜆 �
𝑘𝑘 − 1

𝑘𝑘
�

1
𝑘𝑘

, 𝑘𝑘 > 1. 	 (7)

Подставив (7) в (3), найдем максимальное значение функции 
Вейбулла

𝑔𝑔(𝑡𝑡∗) = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ )(𝑡𝑡∗ 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡 ∗ 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ ) �
𝑘𝑘 − 1

𝑘𝑘
�

1
𝑘𝑘(𝑘𝑘−1)

𝑒𝑒−𝑘𝑘−1
𝑘𝑘 =

𝑘𝑘 − 1
𝑒𝑒𝑒𝑒

�
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑘𝑘 − 1
�

1
𝑘𝑘

. 

 

𝑔𝑔(𝑡𝑡∗) = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ )(𝑡𝑡∗ 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡 ∗ 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 = (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ ) �
𝑘𝑘 − 1

𝑘𝑘
�

1
𝑘𝑘(𝑘𝑘−1)

𝑒𝑒−𝑘𝑘−1
𝑘𝑘 =

𝑘𝑘 − 1
𝑒𝑒𝑒𝑒

�
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑘𝑘 − 1
�

1
𝑘𝑘

. 

 

	 (8)

Рис. 1. Плотность вероятностей распределения Вейбулла  
при различных значениях параметра формы (степени k)
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Отметим, что в точке k = 1 меняется вид функции, рис. 1. В 
самом деле при k > 1 функция имеет максимум на отрезке 0 < t < 
∞ в точке (7), величина которого равна (8). При k = 1 функция (3) 
превращается в экспоненту g(t; λ, 1) = (1 / λ)e–k / λ и максимума не 
имеет. При 0 < k < 1 аргумент t перед экспонентой оказывается 
в знаменателе. Функция при t → 0 стремится к ∞, максимумом и 
шириной не обладает.

Ширина плотности вероятностей Вейбулла на полувысоте
Определим ширину функции плотности вероятностей (3) из 

уравнения

𝑔𝑔(𝑡𝑡) =
1
2

𝑔𝑔(𝑡𝑡∗). 

 

.	 (9)

Подставив t* в (9), получаем уравнение

(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 =
1
2

�
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑘𝑘 − 1
�

1
𝑘𝑘−1

. .	 (10)

Рассмотрим переменную 

z = t / λ.

Уравнение для определения z имеет вид

𝑧𝑧(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−𝑧𝑧𝑘𝑘 =
1
2

�
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑘𝑘 − 1
�

1
𝑘𝑘−1

                       .	  (11)

и зависит от одного параметра k. 
В области k > 1 уравнение имеет два корня. В области k ≤ 1 

уравнение имеет комплексные решения. Будем интересоваться об-
ластью k > 1.

В области значений параметра k > 1, в которой уравнение 
имеет два решения, найдём зависимость

∆z(k) = z1(k) – z2(k), z1 > z2.

Тогда ширина распределения Вейбулла будет равна

∆t(k) = λ∆z(k).	 (12)

Нелинейное уравнение (11) решалось методом дихотомии. 
Результаты решения сгруппированы в табл. 1 (столбцы 2–4).

Моменты плотности вероятностей Вейбулла
Вычислим среднее значение случайной величины t, исполь-

зуя плотность вероятностей Вейбулла. Для этого умножим вели-
чину t на функцию Вейбулла (3) и вычислим интеграл от 0 до ∞
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𝑡𝑡̅ = � 𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘)𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = � (𝑘𝑘 𝜆𝜆⁄ )(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )(𝑘𝑘−1)𝑒𝑒−(𝑡𝑡 𝜆𝜆⁄ )𝑘𝑘 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.
∞

0

∞

0
  

 

.	 (13)

Делаем замену переменных t = λz

𝑡𝑡̅ = 𝑘𝑘𝑘𝑘 � 𝑧𝑧𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑧𝑧 𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑.
∞

0
 .	 (14)

Делаем еще одну замену переменных

𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑘𝑘𝑧𝑧𝑘𝑘−1𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
𝑘𝑘

𝑦𝑦
1
𝑘𝑘−1𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
𝑡𝑡̅ = 𝜆𝜆 � 𝑦𝑦

1
𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑.

∞

0
 .	 (15)

Интеграл (15) встречается в теории Гамма-функций под на-
званием интеграл Эйлера. Он равен [13]

𝑡𝑡̅ = 𝜆𝜆Г �
1
𝑘𝑘

+ 1� =
𝜆𝜆
𝑘𝑘

Г �
1
𝑘𝑘� . 

 

.	 (16)

Ширина ∆z(k) , корни уравнения (11) z1(k) и z2(k), коэффициенты 
асимметрии As(k) и эксцесса Es(k) функции плотности вероятностей 

Вейбулла в зависимости от параметра формы k при λ = 1
k ∆z(k) z1(k) z2(k) As(k) Es(k)
1,5 1,2674 1.3311 0.0637 1,072 1,390
2 1,1332 1,3588 0,2256 0,631 0,245
3 0,8224 1,2879 0,4655 0,128 -0,271
4 0,6274 1,2282 0,6008 -0,087 -0,252
5 0,5037 1,1871 0,6834 -0,254 -0,120
6 0,4197 1,1581 0,7384 -0,373 0,035
7 0,3592 1,1366 0,7774 -0,463 0,187
8 0,3138 1,1202 0,8064 -0,534 0,328
9 0,2785 1,1073 0,8288 -0,591 0,455
10 0,2502 1,0968 0,8466 -0,638 0,570
11 0,2272 1,0882 0,8611 -0,677 0,674
12 0,2080 1,0810 0,8730 -0,711 0,767
13 0,1917 1,0749 0,8831 -0,740 0,851
14 0,1779 1,0696 0,8917 -0,765 0,928
15 0,1658 1,0650 0,8992 -0,787 0,997
16 0,1553 1,0610 0,9057 -0,807 1,061
17 0,1461 1,0575 0,9114 -0,825 1,119
18 0,1379 1,0543 0,9164 -0,841 1,172
19 0,1305 1,0515 0,9209 -0,855 1,222
20 0,1239 1,0489 0,9250 -0,868 1,267
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Аналогично вычислим средний квадрат от функции Вейбулла

𝑡𝑡2� = � 𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘)𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= 𝑘𝑘𝜆𝜆2 � 𝑧𝑧𝑘𝑘+1𝑒𝑒−𝑧𝑧 𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
= 𝜆𝜆2 � 𝑦𝑦

2
𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜆𝜆2Г �

2
𝑘𝑘

+ 1� .
∞

0
 

 

 

𝑡𝑡2� = � 𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘)𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= 𝑘𝑘𝜆𝜆2 � 𝑧𝑧𝑘𝑘+1𝑒𝑒−𝑧𝑧 𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
= 𝜆𝜆2 � 𝑦𝑦

2
𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜆𝜆2Г �

2
𝑘𝑘

+ 1� .
∞

0
 

 

.	 (17)

Точно также можно вычислить любой момент распределе-
ния Вейбулла

𝑡𝑡𝑛𝑛��� = � 𝑔𝑔(𝑡𝑡; 𝜆𝜆, 𝑘𝑘)𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
= 𝜆𝜆𝑛𝑛 � 𝑦𝑦

𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑒𝑒−𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜆𝜆𝑛𝑛 Г �

𝑛𝑛
𝑘𝑘

+ 1� .
∞

0
 

                     

.	 (18)

Формулы (16)-(17) позволяют также вычислять дисперсию 
случайной величины

D(t) = (t − 𝑡𝑡̅)2���������� = 𝑡𝑡2� − 𝑡𝑡̅2 = 𝜆𝜆2 �Г �2
𝑘𝑘

+ 1� − Г2 �1
𝑘𝑘

+ 1��.             .	 (19)

И среднеквадратичное отклонение

𝜎𝜎 = �𝐷𝐷(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆��Г �
2
𝑘𝑘

+ 1� − Г2 �
1
𝑘𝑘

+ 1�� .	 (19)

Сравнение с нормальным распределением
Нормальное распределение имеет вид

𝐹𝐹(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′) =
1

√𝜋𝜋 ∙ ∆𝑡𝑡
∙ 𝑒𝑒−�𝑡𝑡−𝑡𝑡′

∆𝑡𝑡 �
2

. 

 

.	 (20)

Совместим максимум плотности вероятностей нормального 
распределения с точкой максимума плотности вероятностей распре-
деления Вейбулла (7). Примем ∆t = 1. На рис. 2а,б,в представлено 
изменение плотности вероятностей Вейбулла при изменении пара-
метра формы k при неизменном значении параметра ширины λ = 1.

На рис. 3 представлено изменение плотности вероятностей 
Вейбулла от параметра ширины λ при неизменном значении пара-
метра формы k = 1.5.

Коэффициенты асимметрии и эксцесса
Вычисление коэффициентов асимметрии и эксцесса сво-

дится к расчёту центральных моментов третьего и четвертого 
порядков.

𝜇𝜇3 = (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡̅)3���������� = 𝑡𝑡3 − 3𝑡𝑡2𝑡𝑡̅ + 3𝑡𝑡𝑡𝑡̅2 − 𝑡𝑡̅3���������������������������� = 𝑡𝑡3� − 3𝑡𝑡2� 𝑡𝑡̅ + 2𝑡𝑡̅3,  ,	 (21)
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а) k = 1.1, λ = 1 б) k = 1.5, λ = 1

в) k = 2.5, λ = 1

Рис. 2а, б, в. Изменение плотности вероятностей Вейбулла  
при изменении k и неизменном значении λ = 1 

а) k = 1.5, λ = 1 б) k = 1.5, λ = 1.5

в) k = 1.5, λ = 2.5 г) k = 1.5, λ = 4

Рис.3а,б,в,г. Изменение плотности вероятностей Вейбулла  
от λ при неизменном значении  k = 1.5. 
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𝜇𝜇4 = (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡̅)4���������� = (𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑡𝑡̅ + 𝑡𝑡̅2)2��������������������� = 𝑡𝑡4 + 4𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 + 𝑡𝑡̅4 − 4𝑡𝑡3𝑡𝑡̅ + 2𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡𝑡𝑡̅3������������������������������������������������� = 

𝑡𝑡4� + 6𝑡𝑡2� 𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡3� 𝑡𝑡̅ − 3𝑡𝑡̅4. 

 

𝜇𝜇4 = (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡̅)4���������� = (𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑡𝑡̅ + 𝑡𝑡̅2)2��������������������� = 𝑡𝑡4 + 4𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 + 𝑡𝑡̅4 − 4𝑡𝑡3𝑡𝑡̅ + 2𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡𝑡𝑡̅3������������������������������������������������� = 

𝑡𝑡4� + 6𝑡𝑡2� 𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡3� 𝑡𝑡̅ − 3𝑡𝑡̅4. 

𝜇𝜇4 = (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡̅)4���������� = (𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑡𝑡̅ + 𝑡𝑡̅2)2��������������������� = 𝑡𝑡4 + 4𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 + 𝑡𝑡̅4 − 4𝑡𝑡3𝑡𝑡̅ + 2𝑡𝑡2𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡𝑡𝑡̅3������������������������������������������������� = 

𝑡𝑡4� + 6𝑡𝑡2� 𝑡𝑡̅2 − 4𝑡𝑡3� 𝑡𝑡̅ − 3𝑡𝑡̅4. .	 (22)
Коэффициент асимметрии

𝐴𝐴𝑠𝑠 =
𝜇𝜇3

𝜎𝜎3  
 

,	 (23)

характеризует отклонение графика функции плотности вероят-
ностей от среднего значения в положительную, либо отрицатель-
ную сторону. Деление на σ3 осуществляется, чтобы нормировать 
третий центральный момент на среднеквадратичное отклонение в 
кубе. При этом из рассмотрения выпадает параметр ширины рас-
пределения λ.

Эксцесс определяется формулой

𝐸𝐸𝑠𝑠 =
𝜇𝜇4

𝜎𝜎4 − 3 

 

	 (24)

и отражает островершинность графика функции плотности 
вероятностей. Эксцесс для плотности вероятностей нормального 
распределения равен нулю. Поэтому, если Es > 0, то график изуча-
емой функции имеет вершину выше, чем плотность вероятностей 
нормального распределения. А если Es < 0, то ниже.

Для плотности вероятностей Вейбулла (3) при k > 1 коэф-
фициент асимметрии сначала положителен, а затем меняет знак 
и становится отрицательным, см. табл. Это означает, что график 
плотности вероятностей Вейбулла для небольших значений k сме-
щён в сторону нуля (влево), а при k > 4 — вправо.

Эксцесс для плотности вероятностей Вейбулла с ростом па-
раметра формы сначала положителен, затем отрицателен, затем 
опять положителен, см. табл.

Использование плотности вероятностей Вейбулла для ап-
проксимации статистических данных.

На рис. 4 по оси абсцисс отложено время выздоровления за-
данной группы пациентов. По оси ординат число пациентов, вы-
здоровевших за t суток. Группа пациентов насчитывала свыше 
N ≈ 100 000 чел., попавших на госпитализацию в городе Иркутске 
с диагнозом ковид-19 в 2020-21гг. [14].

В качестве характеристики оптимизации использовалась 
величина δ — параметр эффективности подгонки теоретической 
кривой под экспериментальные данные, равный отношению сред-
неквадратичного отклонения к максимальному значению экспе-
риментальной статистики. Оптимизация осуществлялась методом 
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спуска по координатам [15], где за координаты принимались под-
гоночные параметры. На заключительном этапе оптимизации при-
менялся метод спуска по градиенту [15].

Заключение
Плотность вероятностей Вейбулла достаточно широко ис-

пользуется в различных приложениях, в гидрологии, в климато-
логии, в электротехнике, в медицине и в других областях знаний. 
Вместе с тем, характеристики распределения Вейбулла такие как 
ширина плотности вероятностей, выражения для моментов, сред-
него значения, дисперсии, коэффициентов асимметрии и эксцесса 
отсутствуют в математических справочниках. В данной статье ука-
занные характеристики рассчитаны и представлены в одном месте.

В статье приведены графики, демонстрирующие зависимость 
плотности вероятностей Вейбулла от изменения параметров формы 
и ширины. Получена формула для определения ширины плотно-
сти вероятностей Вейбулла на полувысоте. Выявлено, что ширина 
функции на полувысоте линейно зависит от параметра ширины λ и  
нелинейным образом зависит от параметра формы k.  Рассчитаны 
значения ширины при разных значениях параметра формы k, табл. 

Показано, что коэффициент асимметрии функции Вейбул-
ла меняет знак. При небольших значениях параметра формы k он 
положительный, затем становится отрицательным и растёт по мо-
дулю, табл. Эксцесс меняет знак два раза. При небольших значе-
ниях параметра формы k эксцесс положительный, затем отрица-
тельный, затем опять меняет знак на положительный, табл.

0 10 20 30 40
t

2000

4000
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8000

N

Рис. 4. Пример аппроксимации медицинской статистики  
выздоровлений от ковид-19 (точки) функцией Вейбулла  
(пунктир: k2.169; c = 13.0341; λ = 0.715311; δ = 0.164138
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Представлено сравнение плотности вероятностей Вейбулла 
с плотностью вероятностей нормального распределения, рис. 2, 3, 
что представляет интерес для практических приложений, напри-
мер, в электротехнике.

Также рассмотрен случай практического применения рас-
пределения Вейбулла в медицинской сфере, рис. 4. Данная статья 
восполняет существующий пробел в современных математиче-
ских справочниках, позволяя исследователям и любым другим за-
интересованным лицам более детально ознакомиться с характери-
зующими распределение Вейбулла вероятностными параметрами.
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