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Abstract. The article proposes to use the indicators of grades 5, 4, 3 to describe 
the probabilities of an examination grade. It is assumed that the probability of a value 
of each indicator depends on the latent parameters: the student's readiness to receive 
a grade corresponding to the indicator and the difficulty of receiving the correspond-
ing grade on the exam. The probabilities of grades are determined depending on the 
probabilities of indicators. The probabilities of the indicator are determined depend-
ing on the values of the student and exam latent parameters. The maximum likelihood 
method is used to obtain equations linking the latent parameters and observation of 
indicators. An algorithm for numerically solving equations for finding estimates of 
latent parameters from an array of grades is described. The adequacy of the model is 
verified using variance analysis methods. Options for applying the examination grade 
model to improve the quality of education are described.
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Исследование данных учебного процесса актуально для вы-
явления факторов, влияющих на результаты академической успе-
ваемости обучающихся и повышение качества учебного процесса. 
Традиционные статистические методы [1; 2] позволяют выявить 
зависимость рядов оценок, с одной стороны, от обучающихся, с 
другой стороны от дисциплин и преподавателей. Более деталь-
ное исследование такого рода зависимостей требует построения 
специализированных моделей. В работе предлагается такая мо-
дель, использующая латентные параметры подготовленности об-
учающихся и трудности экзаменов.

Изучение оценок выполняется в нескольких направлениях. 
Педагогическая наука [3; 4] рассматривает оценку как сложное 
явление, выполняющее множество педагогических функций. В 
работе [5] анализируются психологические факторы успешности 
обучения студентов, оцениваемые с помощью психометрических 
методов. Такого рода исследования, кроме рядов оценок, требуют 
трудоемкого сбора информации о психологических и социальных 
характеристиках обучающихся. 

Объективность педагогических измерений связывают с при-
менением тестирования [6]. Следует отметить, что тестирование, 
несмотря на множество положительных характеристик, не может 
полностью заменить оценки преподавателей. Тестирование по-
зволяет оценить запоминание теоретических положений, умение 
решать стандартные задачи в рамках дисциплины, но не может 
измерить навыки практического применения знаний. Поэтому ак-
туальной остается задача исследования экзаменационных оценок.

Вероятностные модели экзаменационных оценок, построен-
ные по данным из общедоступных источников, несмотря на отсут-
ствие многих характеристик, влияющих на успеваемость, позволяют 
строить обоснованные заключения о качестве учебного процесса.

В работах [7–2] изучается влияние на оценки разных факто-
ров (результаты ЕГЭ, пол, источники финансирования обучения, 
проживание, …), но при этом не учитывается зависимость оценок 
от характеристик обучающихся, дисциплин и преподавателей. 
Однако, такие зависимости несомненно есть [1; 13] и их изуче-
ние позволяет выявить дисциплины со значимыми отклонениями 
от некоторого «стандартного» распределения оценок. Конечно, 
такие отклонения могут быть вызваны объективными причинами, 
но чаще всего они связаны с недостатками в системе преподавания 
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и методике оценивания. Особенностью статистических моделей 
является то, что неоднородное множество студентов и экзаменов 
заменяется выборкой из некоторой генеральной совокупности. 
Очевидно, что объективно существуют такие понятия как «силь-
ный» и «слабый» студент, «сложный» и «легкий» экзамен. Систе-
матический учет этих факторов позволит сделать моделирование 
экзамена более точным. 

В России применяется четырехбалльная шкала: «неудовлет-
ворительно», «удовлетворительно», «хорошо», «отлично». В раз-
ных странах применяются разные шкалы [14]. Все шкалы оценива-
ния достижений обучающихся являются порядковыми, т.е. позво-
ляют ранжировать знания обучающихся, но не являются метриче-
скими, т.е. не измеряют знания количественной мерой. Для таких 
шкал некорректно использовать усреднение. Для них применяют 
частотные характеристики градаций. В табл. 1 приведены частоты 
положительных оценок студентов БГУ одного направления обуче-
ния. Традиционно в сравнении шкал оценок обучающихся исполь-
зуют частоты только положительных оценок.

Таблица 1
Частоты положительных оценок студентов одного  

направления обучения
Оценка Частота

Удовлетворительно 0,2620
Хорошо 0,4115
Отлично 0,3264

Статистические методы обработки оценок студентов осно-
ваны на модели генеральной совокупности. Применение таких 
методов продемонстрировало статистически значимую разницу 
в характеристиках множеств оценок, выставленных разными пре-
подавателями, также как в характеристиках множеств оценок, по-
лученных разными студентами. Это вынуждает искать другие мо-
дели для учета влияния особенностей обучающихся и экзаменов 
на оценки. Для таких моделей предлагается использовать подход 
теории тестирования – Item Response Theory (IRT), в которой осо-
бенности студентов и тестов описываются латентными (не наблю-
даемыми) параметрами.

Согласно IRT [15] вероятность  

 P(θ, δ)=
exp(θ)

exp(θ) + exp(δ) 

правильного ответа на тестовое задание зависит от «трудности» за-
дания, характеризуемого параметром δ, и уровня «подготовленно-
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сти» тестируемого, задаваемого параметром θ. По оценкам тестиро-
вания указанные параметры определяются численными методами.

Первоначально IRT применялась для бинарных оценок. Впо-
следствии этот подход был распространен [16; 17] на политомиче-
ские задания с несколькими вариантами ответа различной степени 
правильности (точности). При этом параметр трудности задания 
дополняется параметрами вариантов ответа. Такая универсальная 
модель позволяет разделить варианты ответа по трудности. 

Исследование моделей с латентными параметрами [18; 19] про-
демонстрировало возможность применения такого подхода к описа-
нию процесса экзаменационного оценивания. По итогам обработки 
массива оценок модели прошли проверку по критериям Фишера и 
хи-квадрат. В практике применения IRT было выявлено незначитель-
ное количество обучающихся с нестандартными реакциями на тесто-
вые задания. Это оказалось справедливым и для применения моделей 
с латентными параметрами для экзаменов. Возможно это связано с 
тем, что некоторые обучающиеся никогда не получают оценку «неу-
довлетворительно» или «отлично», хотя модель c латентными параме-
трами определяет ненулевую вероятность таких событий.

Для более точной настройки модели на спектр оценок обу-
чающегося предлагается следующая модель. Пусть экзаменацион-
ная оценка определяется тремя индикаторами:

A = 1, если получена оценка «отлично» и 0 в других случаях;
B = 1, если получена оценка «хорошо» и 0 в других случаях;
C = 1, если получена оценка «удовлетворительно» и 0 в дру-

гих случаях.
Только один из индикаторов будет равен единице. Если все 

индикаторы равны нулю, то выставлена оценка «неудовлетворитель-
но». Рассматривая индикаторы как независимые случайные величи-
ны, получаем следующее распределение вероятностей оценки X:

P{X = 5} = P{A = 1},
P{X = 4} = P{B = 1 | A = 0},

P {X = 3} = P{C = 1 | A = 0, B = 0},
P {X = 2} = P{C = 0 | A = 0, B = 0},

Таким образом, экзамен рассматривается как попытка обучаю-
щегося получить оценку 5 – «отлично». В случае неудачи выполняется 
попытка получить оценку 4 – «хорошо», а далее – «удовлетворитель-
но». Возможно, эта схема не вполне соответствует процедуре экзаме-
на, но в данном случае она позволяет описать процесс оценивания тре-
мя индикаторами и соответствующими вероятностями. Адекватность 
модели проверяется традиционными статистическими методами.

Вероятности индикаторов будут определяться латентными 
параметрами
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 P�Iij = 1� = 
exp(θIi)

exp(θIi) + exp�δIj�
,, 

 

,	 (1)

где I ∊ {A, B, C} – обозначение индикатора,
i – номер обучающегося,
j – номер экзамена,
θIj – подготовленность i-го обучающегося добиться оценки, 

соответствующей индикатору I,
δIj – трудность добиться оценки, соответствующей индикато-

ру I, на j-м экзамене.
Параметры индикатора A вычисляются по всем экзаменаци-

онным оценкам. Он приминает значение 1 для оценок «отлично» 
и 0 – в остальных случаях. Аналогично, параметры индикатора 
B определяются по всем оценкам кроме «отлично», а параметры 
индикатора C определяются по всем оценкам кроме «отлично» и 
«хорошо». Поскольку определение параметров для каждого инди-
катора выполняется по одинаковым алгоритмам, то в формулах 
обозначение индикатора будет опускаться.

По наблюдениям xij  индикатора можно определить функцию 
максимального правдоподобия

 L = � �
exp(θi)

exp(θi) + exp�δj�
�

xij

�
exp�δj�

exp(θi) + exp�δj�
�
1 – xij

i, j

 

и ее логарифм

l = � xij
i, j

θi + �1 – xij�δj – ln �exp(θi) + exp�δj�� . .

Границы изменения индексов i, j не указываются, так как на-
бор оценок для разных обучающихся и экзаменов может отличать-
ся. Далее предполагается, что в сумме по i учитываются оценки 
i-го обучающегося, в сумме по j – оценки j-го экзамена, в сумме по 
i, j – все оценки.

Применение метода максимального правдоподобия приво-
дит к следующим уравнениям

∂l
∂θi

 = � xij – 
exp(θi)

exp(θi) + exp�δj�
 

j

= 0,, (2) ,	 (2)

∂l
∂δj

 = �
exp(θi)

exp(θi) + exp�δj�
 – xij 

i

= 0.. .	 (3)
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Для поиска решения таких уравнений в IRT используется ме-
тод касательных 

x(l + 1) = x(l) – 
f�x(l)�
f '(x(l)) ,, ,

в котором сумма (2) или (3) используется в качестве целевой функ-
ции, а производная целевой функции будет производной второго 
порядка от логарифма функции правдоподобия 

∂2l
∂θi

2  = –�
exp(θi)exp�δj�

�exp(θi) + exp�δj��
2 ,

j

 ,

∂2l
∂δj

2  = –�
exp(θi)exp�δj�

�exp(θi) + exp�δj��
2

i

. 

В работе [18] показано, что итерационный поиск решения 
уравнений (2) и (3) сводится к поиску минимума выпуклой функции. 

Поиск параметров имеет следующие особенности: если все 
значения индикатора некоторого обучаемого равны 1, то поиск 
приводит к возрастанию параметра к +∞, если все значения 0, то 
параметр стремится к –∞. Такие ситуации соответствуют единич-
ной и нулевой вероятности значения. Зеркальная ситуация харак-
терна для параметров экзаменов. Другой особенностью является 
то, что все параметры могут быть увеличены или уменьшены на 
одну и ту же величину. Это следует учитывать при реализации ал-
горитмов поиска. Для обеспечения сходимости значения параме-
тров приходится ограничивать сверху и снизу.

Начальные значения поиска можно выбрать, принимая в (2) 
что все δj – 0. В этом случае 

θi
(0) = ln �

mi

mi – ∑ xijj
 – 1� ,, ,

где mi — количество оценок j-го обучающегося. При получении 
бесконечных значений величина параметра ограничивается верх-
ней и нижней границами. Аналогично, принимая в (3), что все 
θi – 0, получаем 

δj
(0) = ln �

nj

∑ xiji
 – 1� ,, ,

где nj — количество оценок j-го экзамена и применяются ограни-
чения бесконечных значений.
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По предложенной схеме были обработаны 1909 оценок для 
52 экзаменов 147 студентов одного направления обучения. Для 
проверки адекватности модели использовался дисперсионный 
анализ, который позволяет проверить принадлежность оценок об-
учающихся одной генеральной совокупности. Для этого сравнива-
ются усредненные выборочные дисперсии по студентам

M2 = 
1
n

�
1

mi – 1
��xij – x�i*�2,

j

n

i = 1

 

где n — количество студентов 

 x�i* = 
1
mi

� xij
j

 

с межгрупповой дисперсией

M1 = 
1

N – 1
� mi(xi* – x�**)2

n

i = 1

, ,

где N —  общее количество оценок 

 x�** = 
1
N

� xij
i, j

. .

В случае отсутствия влияния обучающегося на оценку, M1 и M2 
являются разными оценками дисперсии одной и той же случайной 
величины. Статистика F = M1 / M2, при условии одинакового нор-
мального распределения и независимости вариаций среди оценок, 
будет иметь распределение Фишера со степенями свободы n – 1 и 
N – n. В исследованиях по статистике отмечается, что дисперсион-
ный анализ устойчив по отклонению от нормальности, однородности 
дисперсии, асимметрии распределения. Проверка подтвердила, что 
оценки разных студентов не принадлежат одной генеральной сово-
купности. Аналогично не была подтверждена гипотеза о принадлеж-
ности одной генеральной совокупности оценок разных экзаменов. 

По такому же критерию были проверены гипотезы о незави-
симости остатков x'

ij = xij – M [xij]. Математическое ожидание опре-
делялось по распределению вероятностей (1) трех индикаторов. 
Вероятности значений индикаторов вычислялись по оценкам ла-
тентных параметров. Гипотезы о принадлежности одной генераль-
ной совокупности остатков оценок для студентов и для экзаменов 
подтвердились с вероятностью близкой к единице.
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Для оценки полезности модели применяют коэффициент де-
терминации 

R2 = 1 – 
D[X ∨ θ, δ]

D[X]  = 1 –  ��xij – M�Xij��2 ��  M2 = 
1
n

�
1

mi – 1
��xij – x�i*�2,

j

n

i = 1

 M1 = 
1

N – 1
� mi(xi* – x�**)2

n

i = 1

, ,

который определяет «долю изменчивости», которую описывает 
модель. Таким образом, он показывает соотношение выявленной 
зависимости и «зашумленности» модели. Конечно, к «зашумлен-
ности» будут отнесены не только случайные факторы, но и зависи-
мости, которые модель игнорирует. 

Для анализируемого массива оценок коэффициент детерми-
нации составил R2 = 0,48. Если в качестве прогноза оценки брать 
среднее по оценкам студента, то R2 = 0,32. Если в качестве прогно-
за оценки брать среднее по оценкам экзамена, то R2 = 0,15. 

На рисунке представлена гистограмма эмпирического рас-
пределения остатков. Соответствие эмпирического распределения 
нормальному по критерию хи-квадрат прошло проверку с уровнем 
значимости 0,04.

По вероятностному распределению экзаменационной оцен-
ки можно вычислить дисперсию для каждого наблюдения оценки. 
Средняя дисперсия оценок характеризует случайность процесса 
оценивания. Средняя дисперсия оценок 0,362 оказалась сопоста-
вимой с оценкой дисперсии всех остатков 0,358. Таким образом, 
модель выделяет закономерности определения оценок, несмотря 
на высокий уровень случайности в формировании экзаменацион-
ной оценки.

Модели экзаменационных оценок с латентными параметрами 
позволяют точнее представить процесс оценивания. На этой основе 
можно решать задачи сравнения оценок одного обучающегося, по-

Гистограмма остатков xij – M [xij]
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лученные на разных экзаменах, для приведения шкалы оценивания 
к некоторому стандарту. Это позволит точнее ранжировать студен-
там по итогам обучения. Другое применение моделей заключается 
в сравнении латентных параметров разных экзаменов для выявле-
ния статистически значимых отклонений от средних значений. Та-
кие отклонения могут свидетельствовать о недостатках в програм-
ме, организации обучения и методике оценивания. 
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