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Cкрытая марковская модель курса доллара
Аннотация. В статье предлагается использовать скрытые марковские мо-

дели для описания курса доллара. Скрытая цепь Маркова описывает свойства 
исходного ряда: возрастание, убывание или совпадение соседних членов ряда. 
Для курса доллара выявлено зависимость свойств от дня недели, поэтому цепь со-
стояний описывается семью стохастическими матрицами. Проверка по критерию 
хи-квадрат подтвердила адекватность предложенной модели смены состояний. 
Каждое состояние марковской цепи для курса доллара приводит положительно-
му, отрицательному или нулевому приращению. Значимой стохастической связи 
членами ряда приращений не выявлено. Математическое ожидание и дисперсия 
ряда приращений существенно изменяются для разных моментов времени, однако, 
для некоторых периодов времени приращения можно считать одинаково распре-
деленными. Для таких периодов и при условии независимости приращений ряда 
получены формулы для вычисления прогноза и доверительного интервала. Пред-
ложенная модель может применяться для исследования других рядов наблюдений. 
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Hidden Markov Model of the Dollar Rate
Abstract. The article proposes to use hidden Markov models to describe the dollar 

exchange rate. A hidden Markov chain describes the properties of the original series: in-
creasing, decreasing, or coincidence of neighboring members of the series. For the dollar 
exchange rate, the dependence of properties on the day of the week was revealed, so the 
chain of states is described by seven stochastic matrices. The chi-square test confirmed 
the adequacy of the proposed model of state changes. Each state of the Markov chain for 
the dollar exchange rate results in a positive negative or zero increment. No significant 
stochastic relationship between the terms of a number of increments was revealed. The 
mathematical expectation and dispersion of increments change significantly for differ-
ent points in time, however, for some periods of time the increments can be considered 
equally distributed. For such periods and provided that the series increments are inde-
pendent, formulas for calculating the forecast and confidence interval are obtained. The 
proposed model can be used to study other series of observations.
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Стохастические ряды финансовых рынков отражают зако-
номерности, влияющие на доходность отдельных финансовых ак-
тивов. Знание таких закономерностей актуально для управления 
финансовыми потоками. Построение моделей финансовых рядов 
осложняется их нестационарностью, наличием пиков, «тяжелы-
ми хвостами» распределений и другими факторами. С первых ис-
следований финансовых рядов [1] была выявлена близость таких 
рядов процессам случайного блуждания. Поэтому классические 
модели авторегрессии и скользящего среднего (ARMA), а также 
их интегрированная версия (ARIMA) [2] не позволяют получить 
более точный прогноз по сравнению со случайным блужданием. 
Многочисленные работы используют самые разные методы опи-
сания финансовых рядов. В работе [3] основой модели ряда яв-
ляется дифференциальное уравнение, определяющее физическое 
явление турбулентного движения несжимаемой вязкой жидкости. 
Фрактальные модели [4] временной ряд описывают фракталом — 
фигурой, обладающей свойством автоподобия. Применяют для 
прогнозирования финансовых рядов искусственные нейронные 
сети [5]. Нейронные сети для отдельного ряда позволяют получать 
краткосрочные прогнозы, однако, закономерности, порождающие 
ряд, остаются скрытыми. В работах [6; 7] для прогнозирования фи-
нансовых рядов используются выделенные шаблоны поведения. 
В работе [8] выделение закономерностей предлагается на основе 
марковских моделей. Следует отметить, что и модель случайно-
го блуждания, и процессы авторегрессии, и модели сглаживания 
по сути являются марковскими процессами. Преимущество мар-
ковских моделей заключается в явном описании вероятностных 
закономерностей. В данной работе для моделирования финансо-
вых рядов предлагается использовать неоднородную марковскую 
цепь. Возможность применения такой модели демонстрируется на 
примере курса доллара.

Оценка вероятностного распределения случайного ряда ча-
сто является проблематичной из-за большого количества предпо-
ложений о свойствах, вероятностных характеристиках, видах за-
конов распределения и их параметрах. Даже оценка одномерного 
закона распределения, если доступно наблюдение одной реализа-
ции ряда, требует выполнения свойств стационарности и эргодич-
ности. Наблюдаемые в экономике ряды, в основном, не являются 
стационарными. Такие ряды обычно представляют в виде компо-
зиции детерминированной и случайной составляющих. Предполо-
жение о существенном ослаблении зависимости между элемента-
ми ряда при увеличении расстояния между ними позволяет при-
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менять марковские модели. Один из вариантов такого примене-
ния заключается в использовании марковского процесса, который 
влияет на имеющийся ряд наблюдений. Такие модели получили 
название скрытых марковских моделей [9; 10]. В работе предлага-
ется скрытая марковская модель для описания ряда курса доллара.

В теории вероятностей и математической статистики нахо-
дят применение различные характеристики случайных процессов. 
Например, в известном критерии серий проверки ряда на незави-
симость и случайность [11] исследуются серии значений больших 
и меньших медианы. Использование серий — векторов, состав-
ленных из L подряд идущих значений ряда — позволяет иссле-
довать «локальные» свойства серий и на этом основании изучать 
свойства случайного ряда в целом. 

Простым свойством соседних значения является факт воз-
растания или убывания. Для непрерывных распределений совпа-
дение соседних членов ряда имеет нулевую вероятность. Однако, 
в распространенных рядах цен, курсов валют, котировках ценных 
бумаг такие случаи встречаются достаточно часто. Поэтому для 
соседних значений ряда ..., xi – 1, xi, ... предлагается три состояния: 

si = +1, если xi – 1 < xi; si = 0, если xi – 1 = xi; si = –1, если xi – 1 > xi.

В качестве объекта моделирования выбран курс доллара с 
01.01.1999 по 01.11.2021. Распределение состояний этого ряда су-
щественно зависит от дня недели. В таблице приведены частоты 
состояний в зависимости от дня недели. Такой перекос имеет оче-
видное объяснение: по выходным курс не меняется, поэтому после 
выходного курс совпадает с предыдущим, а отклонения от этого 
правила, связаны с переносами выходных дней из-за праздников.

Частоты состояний по дням недели

День недели Состояния
–1 0 +1

1 0,002 0,996 0,003
2 0,439 0,138 0,423
3 0,477 0,074 0,449
4 0,473 0,061 0,466
5 0,487 0,067 0,446
6 0,470 0,086 0,445
7 0,012 0,983 0,005

Частоты переходов из состояния в состояние также зависят 
от дней недели. Стохастические матрицы переходов для рабочих 
дней являются подобными. Матрица переходов из состояний сре-
ды в состояния четверга
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 P(3) = �
0,493 0,040 0,467
0,318 0,386 0,295
0,477 0,030 0,493

� 

определяет примерно равные частоты смены состояния возраста-
ния на состояния убывания. Таким образом, отсутствуют явные 
тенденции к сохранению предыдущего состояния. Матрицы пере-
ходов для выходных дней также примерно одинаковы

 P(6) = �
0,007 0,991 0,002
0,010 0,990 0,000
0,017 0,974 0,009

� 

и практически достоверно определяют переход к совпадению со-
седних состояний.

Если выполняется марковское свойство для последователь-
ности состояний, то вероятность трех последовательных состояний 
можно вычислить, используя стохастические матрицы переходов

P�(si = k)(si + 1 = m)(si + 2 = l)� = P�(si = k)�P(d(i))kmP(d(i + 1))ml,

где d(i) — день недели i-го элемента ряда. Для проверки выполнения 
марковского свойства сравнивались эмпирические частоты троек под-
ряд идущих значений и соответствующие теоретические вероятности. 
Различие частот и вероятностей оказалось незначительным, и совпаде-
ние частот с вероятностями прошло проверку по критерию хи-квадрат 
с доверительной вероятностью 0,9368. Таким образом, ряд состояний 
достаточно точно моделируется неоднородной марковской цепью.

Стохастические матрицы всех дней недели являются эрго-
дическими [12]. Соответствующие им цепи Маркова не содержат 
невозвратных состояний. Каждая такая цепь характеризуется ста-
ционарным распределением. Оценки таких распределений приве-
дены в таблице 1. Для эргодической цепи Маркова можно исполь-
зовать следующее разложение стохастической матрицы P

P = XΛX–1,

где Λ = diag(λ1, ..., λn) — диагональная матрица собственных чисел, 
X — матрица собственных векторов стохастической матрицы.

Эргодическая стохастическая матрица за t шагов сходится 
к единственному пределу при t → ∞. Все строки предельной ма-
трицы одинаковы и совпадают со стационарным распределени-
ем состояний. Сходимость стохастической матрицы Pt = XΛtX–1 к 
предельному стационарному значению определяется соответству-
ющими степенями собственных чисел. Одно из чисел стохастиче-
ской матрицы всегда равно 1. Ему соответствует левый собствен-
ный вектор стационарного распределения. 
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Для матриц выходных дней все собственные числа, кроме 
единичного, близки к 0. Для матриц рабочих дней вторые по ве-
личине собственные числа образуют последовательность 0,1667; 
0,3655; 0,3515; 0,3810; 0,6729. Собственные числа матрицы пере-
ходов за неделю не будут превышать произведение этих чисел, 
равное 0,005489. Это означает, что за неделю марковская цепь 
практически приходит к стационарному распределению вероятно-
стей состояний, соответствующих дням недели (табл.). 

Курс доллара является нестационарным. Для уменьшения 
влияния абсолютный величин рассмотрим ряд удельных разностей 

yi = 
xi – xi – 1

xi – 1
. 

Автокорреляционная функция ряда yt (рис. 1) косвенно сви-
детельствует о независимости элементов ряда. 

Рис. 1. Оценка автокорреляционной функции ряда yt удельных разностей

Исследования не выявили значимых отклонений распределе-
ний удельных разностей по дням недели. Кроме этого, распределе-
ния положительных и отрицательных удельных разностей оказались 
практически совпадающими. На рис. 2 представлены соответствую-
щие графики. Для наглядности гистограммы заменены на графики. 
Данные распределения ближе всего к гамма-распределению.

Ряд удельных разностей остается нестационарным — оценки 
его математических ожиданий и дисперсий существенно изменя-
ются в некоторые периоды времени. На рис. 3 представлены усред-
ненные оценки математического ожидания и среднеквадратичного 
отклонения (СКО) по декадам каждого месяца. Нестационарность 
ряда объясняется различными экономическими и политическими 
событиями, существенно влияющими на курсы валют. Описание 
таких закономерностей выходит за рамки данной работы.
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Рис. 2. Эмпирические плотности удельных разностей положительных 
(«+1») и отрицательных («–1») приращений

 

 

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

«+1» «-1»

Рис. 3. Среднее и среднеквадратическое отклонение удельных разностей  
по декадам 2018 г. (ось ординат образована номерами месяца и декады)

Для практического применения выявленных закономерностей 
будем предполагать, что на протяжении некоторого периода време-
ни удельные приращения независимы и одинаково распределены. В 
этом случае прогноз — случайную величину Yt + τ  — порождающую 
элемент ряда yt + τ можно определить следующим образом

Yt + τ = yt+ � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1εt + 1 + … + sτεt + τ), ×

×Yt + τ = yt+ � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1εt + 1 + … + sτεt + τ), 
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где εt — независимые случайные величины, порождающие удель-
ные разности, si-состояние в момент времени t + i. При условии 
независимости εt можно определить математические ожидания и 
дисперсии прогноза

 M[Yt + τ ] = yt +  � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1M[εt + 1] + … + sτM[εt + τ]),  ×

×  M[Yt + τ ] = yt +  � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1M[εt + 1] + … + sτM[εt + τ]), 

 D[Yt + τ]= � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

× (s12D[εt + 1] + … + sτ
2D[εt + τ]), 

 D[Yt + τ]= � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

× (s12D[εt + 1] + … + sτ
2D[εt + τ]), 

Графики изменения математического ожидания (рис. 4) и 
дисперсии (рис. 5) прогноза демонстрируют ожидаемую зависи-
мость характеристик от дней недели.

Рис. 4. Рост математического ожидания прогноза ряда yt с понедельника

Рис. 5. Дисперсия прогноза ряда yt с понедельника
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На рис. 6 приведен фрагмент ряда yt прогноз и границы про-
гноза, которые вычислялись как смещение прогноза на среднеква-
дратичное отклонение в положительную и отрицательную стороны. 
Доверительная вероятность такого интервала, оцененная по эмпи-
рическому распределению отклонений ε, приблизительно равна 0,9.

Рис. 6. Фрагмент наблюдений ряда yt в сопоставлении с прогнозом, верхней 
и нижней границами прогноза

По соотношению рядов 

xt = (yt + 1) xt – 1

можно определить прогноз ряда xt как случайную величину

Xt + τ = � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

xt(s1εt + 1 + 1) … (sτεt + τ + 1), ×

×Xt + τ = � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

xt(s1εt + 1 + 1) … (sτεt + τ + 1), 

а также, вычислить математические ожидания и дисперсии про-
гноза ряда X

 M[Xt + τ] = xt � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1M[εt + 1] + 1) …  (sτM[εt + τ] + 1), ×

×  M[Xt + τ] = xt � P�d(t)�
s0s1

… P�d(t + τ – 1)�
sτ – 1sτ

+1

s1, …, sτ = –1

(s1M[εt + 1] + 1) …  (sτM[εt + τ] + 1), 

 M�Xt + τ
2� = xt

2 � P�d(t)�s0s1
… P�d(t + τ – 1)�

sτ – 1sτ

×
+1

s1, …, sτ = –1

�s12M�εt + 1
2� + 2s1M[εt + 1] + 1� … �sτ

2M�εt + τ
2� + 2sτM[εt + τ] + 1�, 

 M�Xt + τ
2� = xt

2 � P�d(t)�s0s1
… P�d(t + τ – 1)�

sτ – 1sτ

×
+1

s1, …, sτ = –1

�s12M�εt + 1
2� + 2s1M[εt + 1] + 1� … �sτ

2M�εt + τ
2� + 2sτM[εt + τ] + 1�, 

 D[Xt + τ] = M�Xt + τ
2� – M[Xt + τ]2. 
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На Рис. 7 приведен график фрагмента ряда xt, прогноза значе-
ний и границ прогноза с доверительной вероятностью 0,9.

Применение предложенной модели требует тщательной про-
верки условий независимости и одинаковости распределения при-
ращений. Модель можно дополнить более сложными описаниями 
рядов приращений. Например, можно отдельно рассматривать 
ряды положительных и отрицательных приращений, выявлять 
зависимость законов распределения приращений от времени или 
других наблюдаемых факторов.

Рис. 7. Фрагмент наблюдений ряда xt в сопоставлении с прогнозом,  
верхней и нижней границами прогноза

Проведенное исследование курса доллара выявило зависи-
мость приращений курса от дня недели. Для описания таких зави-
симостей можно использовать скрытые марковские модели. По-
добные модели можно применять для описания других свойств, 
связанных с особенностями функционирования экономических 
объектов и влияющих значения ряда.
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