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Контроль автокорреляции остатков с помощью коэффициента 
Фехнера в задаче математического программирования  

для отбора информативных регрессоров в линейной регрессии
Аннотация. Статья посвящена проблеме отбора наиболее информа-

тивных регрессоров в линейной регрессии, оцениваемой с помощью метода 
наименьших квадратов. Ранее эта задача была формализована в виде задачи 
частично-булевого линейного программирования. Целевой функцией в ней 
выступает значение коэффициента детерминации, а линейные ограничения 
позволяют контролировать такие характеристики, как абсолютные вклады 
переменных в общую детерминацию, критерий Стьюдента, коэффициенты 
вздутия дисперсии, коэффициенты интеркорреляций. Цель данной статьи 
состоит в расширении задачи частично-булевого программирования линей-
ными ограничениями, позволяющими контролировать в процессе построения 
по данным временных рядов степень автокорреляции остатков регрессии. 
Показано, что для обнаружения автокорреляции первого порядка достаточ-
но вычислить коэффициент корреляции между остатками в текущий и пре-
дыдущий момент времени. Использовать коэффициент корреляции Пирсона 
для интеграции в задачу в виде линейных ограничений не представляется 
возможным. Поэтому был использован коэффициент Фехнера, зависящий от 
количества совпадений и несовпадений знаков отклонений двух переменных 
от их средних величин. Этот коэффициент, как и коэффициент Пирсона, при-
нимает значения от –1 до +1. Чем ближе его абсолютное значение к единице, 
тем сильнее коррелируют переменные. Использование коэффициента Фех-
нера при вычислении автокорреляции остатков первого порядка позволило 
интегрировать его в задачу частично-булевого линейного программирова-
ния в виде линейных ограничений. Корректность сформулированной задачи 
подтверждена решением конкретного примера по реальным статистическим 
данным. При этом была построена модель с полным отсутствием автокорре-
ляции остатков, уравнение которой совпало с уравнением полученной ранее 
при других ограничениях регрессии, что снова подтверждает ее адекватность.
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Введение
Регрессионный анализ [1], относящийся к одному из методов 

машинного обучения [2], сегодня находит широкое применение 
при решении конкретных прикладных задач обработки данных. 
Построение регрессионной модели затруднят то, что сразу не по-
нятно, какие именно объясняющие переменные следует включать 
в ее уравнение. Эта проблема известна в отечественной литературе 
как задача отбора информативных регрессоров (ОИР) [3], а в зару-
бежной как «subset selection» или «feature selection». Существует 
два способа ее точного решения. Первый из них — метод «всех 
возможных регрессий» [4], который состоит в полном переборе 
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всех возможных комбинаций входящих в модель факторов, что 
представляет собой довольно трудоемкую вычислительную зада-
чу. Второй способ связан с решением специальным образом сфор-
мулированной задачи математического программирования (см., 
например, [5; 6]), что эффективнее, чем метод «всех регрессий».

Усложняет задачу ОИР то, что каждая регрессионная модель 
характеризуется целой системой различных критериев адекват-
ности, отвечающих за измерение самых разных ее качественных 
сторон. Так, при использовании метода наименьших квадратов 
(МНК) оценкой качества аппроксимации регрессии служит ко-
эффициент детерминации, критерий Стьюдента выступает мерой 
значимости регрессоров, по коэффициентам вздутия дисперсии 
судят о мультиколлинеарности и т.д. При обработке временных 
рядов в регрессионной модели часто возникает проблема авто-
корреляции остатков, из-за которой МНК-оценки становятся не 
самыми эффективными. Для выявления автокорреляции остатков 
первого порядка применяется известный в эконометрике критерий 
Дарбина — Уотсона.

Ранее автору удалось свести задачу ОИР в линейной регрес-
сии, оцениваемой с помощью МНК, к задаче частично-булевого 
линейного программирования (ЧБЛП) (см, например, [7]). Посте-
пенно эта задача дополнялась линейными ограничениями [8–10], 
позволяющими контролировать значения таких характеристик мо-
дели, как критерий Стьюдента, коэффициенты вздутия дисперсии, 
абсолютные вклады переменных в общую детерминацию, коэф-
фициенты интеркорреляций. Линейные ограничения, позволяю-
щие контролировать степень автокорреляции остатков линейной 
регрессии, никогда еще в эту задачу ЧБЛП не интегрировались.

Цель работы состоит в расширении задачи ЧБЛП для ОИР 
в линейной регрессии линейными ограничениями, позволяющими 
контролировать в процессе отбора автокорреляцию остатков.

1. Формализация задачи
Модель множественной линейной регрессии записывается 

в виде

0
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Если линейная регрессия (1) оценивается с помощью МНК, 
то одно из допущений, согласно теореме Гаусса — Маркова, со-
стоит в том, что ошибки разных наблюдений должны быть некор-
релированы, т.е. M(εi, εj) = 0, i ≠ j, где M — математическое ожида-
ние. Если это свойство не выполняется, то имеет место автокорре-
ляция остатков [11], из-за чего оценки остаются несмещенными и 
состоятельными, но перестают быть эффективными.

Пусть в регрессионной модели (1) ошибки специфицирова-
ны как

	 	1	 	 	 	 , 	 	 	2, 	 ,−= + =i i iu i nε ρε 	 (2)

где ui — случайные величины, распределенные как «белый шум»; 
ρ — коэффициент авторегрессии (2), причем,   1<ρ . 

Ошибки линейной регрессии (1) εi,  0
  1

           ,     1,  ,
=

= + + =∑
l

i j ij i
j

y x i nα α ε    неизвестны, 
поэтому оценить коэффициент авторегрессии ρ можно, используя 

остатки 0
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остатков.

Коэффициент автокорреляции первого порядка r1 между ei и 
ei – 1 находится как коэффициента корреляции Пирсона:
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e e eρ  . Из этого следует, что если n — велико, а именно, 
как отмечено в [12], n ≥ 15, то практически нет никакой разницы 
между оцененным коэффициентом авторегрессии 
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циентом автокорреляции 1-го порядка r1. Получается, что вывод 
относительно автокорреляции остатков при n ≥ 15 зависит от ко-
эффициента r1. Заметим, что в такой ситуации также используется 
критерий Дарбина — Уотсона DW = 2(1 – r1) [11; 12], имеющий 
статистический характер.
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Известно, что простым показателем степени взаимосвязи 
между двумя переменными x и y является коэффициент (индекс) 
Фехнера [13], который находится по формуле

    ,
  
−

Φ =
+

υ ω
υ ω

  	 (4)

где υ — количество совпадений знаков отклонений   −ix x  и   −iy y ,  
а ω — количество несовпадений их знаков. Половину отклонений, 
равных нулю, относят к υ, половину — к ω. Критерий Фехнера так 
же, как и критерий Пирсона, принимает значений от —1 до +1. 
При Ф > 0 имеем положительную корреляцию, при Ф < 0 — отри-
цательную, при Ф = 0 связь отсутствует. Преимущество данного 
метода, как отмечают авторы статьи [14], в том, что коэффициент 
Фехнера просто вычисляется, не зависит от закона распределения 
изучаемых данных и может применяться в условиях малой выбор-
ки. В [15] продемонстрирована методика расчета коэффициента 
Фехнера и Пирсона.

Будем использовать для вычисления коэффициента автокор-
реляции первого порядка при обнаружении автокорреляции остат-
ков в линейной регрессии (1) не критерий Пирсона (3), а критерий 
Фехнера (4):     ,
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 Рассмотрим далее одну из возможных форм задачи ЧБЛП 
[7–10] для ОИР в линейной регрессии.

Предварительно проведем стандартизацию объясняющих 
переменных по правилам
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где σy, σx1
, …, σxl

 — стандартные отклонения переменных.
Введем стандартизованную модель линейной регрессии вида 
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где βj,   1,  =j l    — неизвестные параметры, 
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МНК-оценки неизвестных параметров линейной регрессии 
(6) находятся в результате решения системы линейных алгебраи-
ческих уравнений
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корреляции объясняющих переменных с y; βyx = β1     β2     ...     βl
 — век-

тор-столбец неизвестных параметров.
Сформулируем следующую задачу ОИР [8]: требуется из 

общего набора l объясняющих переменных выбрать оптималь-
ное число регрессоров так, чтобы коэффициент детерминации 
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R r β    линейной регрессии (6) был максимален, а абсо-
лютные вклады назначенных переменных в общую детерминацию 
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j jx yx jС r β    были не меньше выбранного из интервала [0, 1] 

числа θ. В работах [8–10] эта задача сведена к следующей задаче 
ЧБЛП:
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 J+, J– — индексные подмножества, элементы которых удовлетво-
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ряют условиям ryxj > 0 и ryxj < соответственно; M — большое по-
ложительное число, выбор нижних границ которого рассмотрен в 
работах [8–10].

В [10] экспериментально доказано, что ОИР методом реше-
ния задачи ЧБЛП (7) — (12) многократно эффективнее ОИР ме-
тодом «всех регрессий». Задача (7) — (12) может быть дополнена 
ограничениями [7–10], позволяющими контролировать самые раз-
ные характеристики регрессионных моделей. Однако никогда еще 
в эту задачу не интегрировались линейные ограничения, позволя-
ющие контролировать автокорреляцию остатков.

Остатки ,     1,  ,• =ie i n    стандартизованной регрессии (6) нахо-
дятся по формулам

  1
       ,     1,  .• • •

=

= − =∑
l

i i j ij
j

e y x i nβ   	 (13)

Заметим, что знаки остатков линейных регрессий (1) и (6) не 
отличаются.

Если по остаткам (13) вычислять коэффициент автокорреля-
ции первого порядка как критерий Пирсона (3), то линеаризовать 
полученное выражение не представляется возможным. Поэтому 
будем вычислять этот коэффициент как критерий Фехнера (5), в 
котором  

( ) ( )2..   1 1..   1
  2

1   sgn        sgn    ,
2

• • • •
− −

=

= − + −∑
n

i n i n
i

e e e eυ  	 (14)
 

( ) ( )   2.. 1 1..  
  

1
2

1 sgn sg         n ,
2

• • • •
− −

=

= − − −∑
n

i n i n
i

e e e eω  	 (15)

где 

 
  1

2.. 1..   1
  2   1

1 1   ,      .
  1   1

−
• • • •

−
= =

= =
− −∑ ∑

n n

n i n i
i i

e e e e
n n

 

 
Очевидно, что величины (14) и (15) связаны соотношением 

υ + ω = n – 1, откуда

υ = n – 1 – ω.	 (16)

Введем бинарные переменные   1,  ,     2,  ,− =i i i nσ χ    по правилам
 

2..

2..

1,  если        0,
  

0,  если        0,

• •

• •

 − >= 
− <

i n
i

i n

e e

e e
σ  

  1 1..   1
  1

  1 1..   1

1,  если        0,
  

0,  если        0.

• •
− −

−
• •
− −

 − >= 
− <

i n
i

i n

e e

e e
χ  
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На их основе сформируем следующие линейные ограничения:
 

( ) 2..1                       ,     2,  ,• •− − ⋅ ≤ − ≤ ⋅ =i i n iM e e M i nσ σ  	 (17)

( )  1   1 1..   1   11                   ,     2,  ,• •
− − − −− − ⋅ ≤ − ≤ ⋅ =i i n iM e e M i nχ χ   .	 (18)

Учитывая (13), ограничения (17), (18) принимают вид

( ) 2..
  1

1                           ,     2,  ,• •

=

− − ⋅ ≤ − − ≤ ⋅ =∑
l

i i j ij n i
j

M y x Z M i nσ β σ   ×

× ( ) 2..
  1

1                           ,     2,  ,• •

=

− − ⋅ ≤ − − ≤ ⋅ =∑
l

i i j ij n i
j

M y x Z M i nσ β σ   	 (19)

( )	 	1 	 	1 	 	1,	 1.. 	 	1 	 	1
	 	1

1	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 , 	 	 	2, 	 ,• •
− − − − −

=

− − ⋅ ≤ − − ≤ ⋅ =∑
l

i i j i j n i
j

M y x Z M i nχ β χ

( )	 	1 	 	1 	 	1,	 1.. 	 	1 	 	1
	 	1

1	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 , 	 	 	2, 	 ,• •
− − − − −

=

− − ⋅ ≤ − − ≤ ⋅ =∑
l

i i j i j n i
j

M y x Z M i nχ β χ 	 (20)

где

2..
	 	 2 	 	1

1    ,
	 	1

• •

= =

 
= − −  

∑ ∑
n l

n i j ij
i j

Z y x
n

β 	 (21)
 

  1

1..   1
  1   1

1       .
  1

−
• •

−
= =

 
= − −  

∑ ∑
n l

n i j ij
i j

Z y x
n

β  	 (22)

Тогда формулу (15) для количества несовпадений знаков от-
клонений можно записать в виде

  1
  2

       .−
=

= −∑
n

i i
i

ω σ χ   	 (23)

Для раскрытия модулей в (23) используем прием, применен-
ный в работе [16]. Для этого введем следующие неотрицательные 
переменные:
 

  1   1

  1

  ,  если        0,
        2,  ,

0,  если        0,
− −

−

− − ≥
= = − <

i i i i
i

i i

g i n
σ χ σ χ

σ χ
 

  1

  1   1

0,  если        0,
        2,  .

  ,  если        0,
−

− −

− ≥
= = − − <

i i
i

i i i i

h i n
σ χ

σ χ σ χ
 

Тогда аргументы под знаками модуля в (23) удовлетворяют 
тождествам  

  1           ,     2,  ,−− = − =i i i ig h i nσ χ  	 (24)
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а само выражение (23) будет иметь вид 

( )
   2

       .
=

= +∑
n

i i
i

g hω  	 (25)

Поскольку для переменных gi и hi должны выполняться ус-
ловия gi ∙ hi = 0,   1,  ,     2,  ,− =i i i nσ χ    введем следующие булевы переменные:
 

  1

  1

0,  если        0,
        2,  .

1,  если        0,
−

−

− <
∆ = = − ≥

i i
i

i i

i n
σ χ
σ χ

 

Тогда для обеспечения срабатывания либо переменной gi, 
либо hi, введем линейные ограничения

gi ≤ ∆i,  1,  ,     2,  ,− =i i i nσ χ   	 (26)

hi ≤ 1 – ∆i,  1,  ,     2,  ,− =i i i nσ χ   .	 (27)

Допустим, что исследователь желает осуществить ОИР так, 
чтобы коэффициент Фехнера линейной регрессии не превосходил 
по абсолютной величине числа Ф* из интервала [0, 1]. Используя 
(5), введем двойное неравенство

* *         .
  1
−

−Φ ≤ ≤ Φ
−n

υ ω   	 (28)

Очевидно, чем меньше Ф*, тем жестче требование на отсут-
ствие в регрессии автокорреляции остатков.

Учитывая (16) и (25), перепишем двойное неравенство (28) 
в виде  

( )* *

   2

2  1           .
  1 =

−Φ ≤ − + ≤ Φ
− ∑

n

i i
i

g h
n

 	 (29)

Тогда решение задачи ЧБЛП с целевой функцией (7) и с ли-
нейными ограничениями (8)–(12), (19)–(22), (24), (26), (27), (29) 
приводит к построению линейной регрессии с оптимальным по 
коэффициенту детерминации R2 числом регрессоров, в которой 

абс   ,≥
jxС θ    а коэффициент Фехнера по модулю *   .Φ ≤ Φ  

2. Моделирование
Для демонстрации работоспособности предложенного мате-

матического аппарата решалась задача моделирования грузовых 
железнодорожных перевозок в Иркутской области по статистиче-
ским данным из статьи [8] объема n = 21. Сначала по ним с помо-
щью программы ВИнтер-1 была решена задача ЧБЛП (7) — (12) 
при θ = 0,01. Большое число M в этой задаче ВИнтер-1 определяет 
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автоматически так, как описано в [10]. В результате была построе-
на следующая линейная регрессия: 

(0,4123) (0,0705) (0,2838) (0,1005)

2 8 18 22   67,791  1,235    0,023    0,00057   0,359 ,= − + − + +y x x x x   
(0,4123) (0,0705) (0,2838) (0,1005)

2 8 18 22   67,791  1,235    0,023    0,00057   0,359 ,= − + − + +y x x x x  	 (30)

где 

 
(0,4123) (0,0705) (0,2838) (0,1005)

2 8 18 22   67,791  1,235    0,023    0,00057   0,359 ,= − + − + +y x x x x   — расчетное значение отправления грузов ж/д транспор-
том (млн тонн), x2 — процент трудоспособного населения, x8 — 
число собственных легковых автомобилей на 1 000 чел. (шт.), 
x18  — число предприятий и организаций, x22  — производство 
электроэнергии (млрд киловатт-часов). В скобках над коэффици-
ентами в уравнении (30) указаны абсолютные вклады перемен-
ных в общую детерминацию, которые, как и ожидалось, превос-
ходят величину 0,01.

Для регрессии (30) R2 = 0,867206, а коэффициент Фехнера 
Ф = 0,1.

Затем решалась задача ЧБЛП (7)–(12) с дополнительными 
ограничениями (19)–(22), (24), (26), (27), (29) для контроля авто-
корреляции остатков. При этом число M в ограничениях (8)–(10) 
определялось автоматически, число θ было выбрано равным 0,01, 
число M в ограничениях (19), (20) задавалось равным 1 000, а в 
(29) Ф* = 0. В результате была построена модель

 
(0,532) (0,251) (0,082)

2 18 22   86,106  1,593    0,0005   0,293 ,= − + + +y x x x  	 (31)

для которой коэффициент детерминации чуть меньше, чем для 
(30), и составляет 0,864777, но зато коэффициент корреляции Фех-
нера между ее остатками ei и ei – 1 уменьшился с 0,1 до 0.

Заметим, что в работе [8] получена точно такая же модель 
(31), но сделано это на основе решения совершенно другой задачи 
ЧБЛП, в которой не учитывались ограничения на степень автокор-
реляции остатков в регрессии.

Заключение
В статье задача построения линейной регрессии с оптималь-

ным по коэффициенту детерминации числом регрессоров, в кото-
рой абсолютные вклады переменных в общую детерминацию не 
меньше числа θ, а коэффициент корреляции Фехнера между остат-
ками в текущий и предыдущий момент времени по модулю не 
больше числа Ф*, сведена к задаче частично-булевого линейного 
программирования. Проведено тестирование сформулированной 
задачи на примере моделирования грузовых железнодорожных 
перевозок в Иркутской области. Построенная модель, специфика-
ция которой совпала с полученным ранее при других ограниче-
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