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Многоэтапные модели математического программирования 
и их приложения в сельском хозяйстве

Аннотация. В статье приведены многоэтапные модели параметри-
ческого программирования, характеристики которых зависят от времени и 
сезонности. В первой модели учитывалось влияние на урожайность сель-
скохозяйственных культур предшественников. Во второй модели, связан-
ной с распределением реализации продукции по сезонам, на первом этапе 
осуществлялся точечный и интервальный прогноз параметров задачи, на 
втором этапе определялись оптимальные коэффициенты, характеризующие 
объем реализации растениеводческой продукции в зависимости от сезона. 
Затем, на основании полученных прогнозов и оптимальных коэффициентов, 
решалась задача параметрического программирования. Описанные задачи ре-
ализованы на реальных объектах Иркутской области. Для прогнозирования 
урожайности сельскохозяйственных культур использованы логистическая 
и асимптотическая зависимости, а цен — тренд-сезонная модель. Следует 
отметить, что некоторые характеристики модели могут быть уточнены с по-
мощью экспертных оценок, что может улучшить планирование деятельности 
сельскохозяйственных товаропроизводителей.  
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Введение
Моделирование разных аспектов аграрного производства 

имеет большое значение для получения прогнозов и планов в ус-
ловиях сильного влияния внешних факторов на деятельность сель-
скохозяйственных товаропроизводителей. Поскольку производ-
ство планируемых урожаев связано с проведением многих опера-
ций, математические модели должны учитывать многоэтапность. 

В ряде статей и монографий приведены подобные модели 
оптимизации производства сельскохозяйственной продукции: мо-
дель, учитывающая севообороты [1–3]; модель планирования с 
оптимизацией цен при продаже продукции [4; 5]; модель параме-
трического программирования с учетом ежегодной корректировки 
плановых показателей [6]; модель с экспертными оценками [6] и 
модель с учетом рисков [7]. 
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Целью работы является описание разработанных многоэтап-
ных моделей параметрического программирования и их примене-
ние для оптимизации производства аграрной продукции. 

Для достижения цели решались следующие задачи:
анализ моделей параметрического программирования, ис-

пользуемых для планирования производства сельскохозяйствен-
ной продукции;

– создание многоэтапных моделей параметрического про-
граммирования для разных условий деятельности сельскохозяй-
ственного товаропроизводителя;

– апробация предложенных моделей на реальных объектах 
Иркутской области.

Особенностями двух предложенных моделей являются: 1) 
различные предшественники и устойчивая динамика производ-
ственно-экономических характеристик, в частности, урожайно-
сти; 2) сезонная изменчивость цен. Актуальность темы вызвана 
необходимостью повышения эффективности управления деятель-
ностью сельскохозяйственных товаропроизводителей в условиях 
динамико-стохастической изменчивости факторов, влияющих на 
производственные процессы.

Многоэтапная модель оптимизации производства аграрной 
продукции, учитывающая влияние на урожайность предшествен-
ников и наличие трендов

В работе [8] рассмотрены детерминированная модель и мо-
дели с неопределенными характеристиками для оптимизации 
производства аграрной продукции с учетом предшественников, 
влияющих на урожай сельскохозяйственных культур. Поскольку 
урожайность сельскохозяйственных культур может быть описана 
значимыми трендами и факторными зависимостями, предлагается 
многоэтапная модель оптимизации производства аграрной про-
дукции на основе задачи параметрического программирования [9] 
с учетом предшественников. 

На первом этапе определяются возможные варианты пред-
шественников и их влияние на урожайность. Для этого использу-
ются экспертные оценки или справочная литература.

На втором этапе осуществляется прогнозирование показа-
телей, входящих в модель. Таковыми могут являться урожайность, 
трудовые ресурсы, материальные затраты и пр.

На третьем этапе определяются оптимальные планы посе-
вов. В сформулированной модели оптимизации аграрного произ-
водства в качестве параметра использовано время t. Целевая функ-
ция такой модели направлена на максимизацию прибыли

        
( )     max (   ),h h h h h

is is is is is
i I s S i I s S

d y t x c x h H
∈ ∈ ∈ ∈

− → ∈∑ ∑ ∑ ∑    	 (1)
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при условиях:
– ограниченности производственных ресурсов 

  
( )    (   ,   );h h

lis is li
s S

v t x V l L i I
∈

≤ ∈ ∈∑                                                	 (2)

– ограниченности размера растениеводческой отрасли
 

( )
    

  1    ;  h
s is

i I s S
n η x n

∈ ∈

≤ + ≤∑ ∑ ;         	 (3)

– производства конечной продукции не менее заданного объема 

  
( )    (   );h h

is is s
i I

y t x Y s S
∈

≥ ∈∑   	 (4)

– ограниченности вносимых удобрений и средств защиты 
растений 

  
   (   ,    );h h

mis is mi
s S

w x W m M i I
∈

≤ ∈ ∈∑   	 (5)

– неотрицательности переменных

xis
h ≥ 0 (i ∊ I, s ∊ S).	 (6)

Здесь dis
h — цена реализации s-культуры i-поля (р./ц); y(t)is

h — 
выход продукции с единицы площади s-культуры i- поля (ц/га), 
зависящий от параметра t; xis

h — искомая площадь возделывания 
s-культуры на i-поле (га); cis

h – затраты на 1 га i-поля s-культуры 
(р./га); ν(t)lis

h  — расход l-ресурса на единицу площади s-культу-
ры i-поля (тыс. чел.-ч/га, тыс. руб./га), связанный с параметром t; 
Vli  — наличие ресурса l-вида для i-поля; Ys  — гарантированный 
(минимальный) объем производства продукции s-культуры (ц); 
n , n    — максимально и минимально возможная площадь возде-
лывания культур (га); ηs

h — коэффициент, учитывающий площадь 
посевов семян s-культуры; h

misw    — расход m-удобрения (средства 
защиты растений) на единицу площади i-поля s-культуры (ц/га); 
Wmi — наличие удобрения m-вида i-поля (ц), h — вариант сочета-
ния предшественников, полученный экспертным путем.

Модель (1)–(6) реализована для Нижнеудинского района 
применительно к растениеводству. При этом оптимизирована при-
быль от производства растениеводческой продукции: зерновые, 
картофель и овощи. На первом этапе определено влияние различ-
ных предшественников на каждую культуру, выращиваемую в рай-
оне. Предшественниками зерновых были многолетние травы и ку-
куруза, картофеля — зерновые и однолетние травы, овощей — ку-
куруза и многолетние травы. Рассмотрены три варианта сочетания 
предшественников. Результатом каждого варианта является мак-
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симальное значение целевой функции max * * * *
1 2 3( ,  ,  ,  ...,  )t Sf x x x x     — 

оптимальные планы в виде объемов продукции в зависимости от 
параметра t, характеризующего время.

Для описания тренда урожайности пшеницы, картофеля и 
капусты использована логистическая функция:

 
 

max( )  ,
1  

h
ish

is αt

y
y t

e−=
+

,                                                         	 (7)

где 

 
 

max( )  ,
1  

h
ish

is αt

y
y t

e−=
+

,                                                          — уровень насыщения, α — скорость роста.
Для урожайности ячменя, овса, картофеля и моркови адек-

ватными оказались тренды в виде асимптотической функции: 
max max min

( )    [   ] ,h h h h αt
is is is isy t y y y e−= − − , 	 (8)

где 

 
 

max( )  ,
1  

h
ish

is αt

y
y t

e−=
+

,                                                           — значение функции в начальный момент времени. 
При решении задачи (1)–(8) принято допущение i = 1, ка-

ждой культуре s соответствует одно поле i. В табл. 1 приведены 
варианты решения многоэтапной задачи параметрического про-
граммирования на основе прогностических значений трендов (7) 
и (8) по данным Нижнеудинского района. Исходя из полученных 
результатов, на втором этапе выбирается наилучший вариант из 
множества, которым является первый из трех. В этом случае пла-
нируемые значения целевой функции более чем на 2–4 % превы-
шают результаты второго и третьего вариантов.

Таблица 1
Варианты решения многоэтапной задачи параметрического  

программирования на основе прогностических значений трендов 
по данным Нижнеудинского района за 1996–2021 гг.

Год Пшени-
ца, х1 [т]

Яч-
мень, 
х2 [т]

Овес, 
х3 [т]

Карто-
фель, х4 

[т]

Капу-
ста, х5 

[т]

Мор-
ковь, х6 

[т]

Целевая 
функция, 

млн р.

Расхожде-
ния между 

прибы-
лью, %

Вариант 1
2022 25725,5 3672,6 3070,2 16759,8 767,4 389,0 87,906 4,21
2023 26302,3 3917,9 3170,1 16949,5 867,4 453,7 89,531 4,20
2024 26871,0 4164,2 3269,1 17131,7 967,6 518,8 91,140 4,19
2025 27431,7 4411,3 3342,2 17306,7 1067,9 1007,5 92,776 4,22

Вариант 2
2022 24517,4 3505,1 2919,3 15960,2 730,8 370,7 86,058 2,15
2023 25067,1 3738,9 3014,2 16140,9 826,1 432,3 87,653 2,14
2024 25609,1 3973,7 3108,2 16314,3 921,5 494,3 89,233 2,14
2025 26143,5 4209,2 3201,4 16480,9 1017,0 556,4 90,798 2,18

Вариант 3
2022 23310,0 3336,8 2768,4 15158,4 694,4 352,3 84,205 2,20
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Год Пшени-
ца, х1 [т]

Яч-
мень, 
х2 [т]

Овес, 
х3 [т]

Карто-
фель, х4 

[т]

Капу-
ста, х5 

[т]

Мор-
ковь, х6 

[т]

Целевая 
функция, 

млн р.

Расхожде-
ния между 

прибы-
лью, %

2023 23832,6 3559,2 2858,3 15330,0 785,0 410,9 85,771 2,19
2024 24347,9 3782,4 2947,4 15494,8 875,6 469,7 87,322 2,19
2025 24856,0 4006,3 3035,6 15653,1 966,3 528,8 88,859 2,18

Приведенная модель может быть дополнена большим чис-
лом возможных вариантов за счет использования многоуровне-
вого моделирования [10]. Это позволит оценить благоприятные 
и неблагоприятные ситуации, расширяя возможности принятия 
управленческих решений.

Многоэтапная модель оптимизации производства  
и реализации аграрной продукции,  

учитывающая динамику цен
Модель оптимизации аграрного производства, в которой 

можно учитывать динамику цен на сельскохозяйственную про-
дукцию, представляет особый интерес, поскольку с помощью нее 
сельхозтоваропроизводитель получает план реализации получен-
ной продукции, позволяющий получить наибольшую прибыль. В 
работе [11] приведены модели выявления тренда и сезонных ко-
лебаний, а также прогнозирования цен на сельскохозяйственную 
продукцию. Правильная ценовая политика позволяет увеличить 
доходы от производства сельскохозяйственной продукции благо-
даря оптимизации цен. 

На первом этапе для прогнозирования цен применена адди-
тивная тренд-сезонная модель [там же], в которой временной ряд 
ct включает в себя тренд yt, сезонные колебания st и остаточный 
член εt в определенный период времени t:

ct = yt + st + εt.	 (9)

Тренд выражается в форме полинома от времени, а функция 
st представляет собой сумму строго периодических функций с ве-
сами ti. Оценка параметров модели осуществляется с помощью ме-
тода наименьших квадратов. 

Затем определяются оптимальные коэффициенты, отражающие 
объем реализации продукции, произведенной сельскохозяйственным 
предприятием. В линейной модели критерий оптимальности пред-
ставляет собой максимальную цену реализации продукции 

    
  max,jb jb

j J b B
k c

∈ ∈

→∑ ∑   	 (10)

Окончание табл. 1
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где kjb — искомый коэффициент, характеризующий долю реали-
зации вида продукции i в период j,  [ ;  ]b bc c  .  — значения интервального 
прогноза цены реализации продукции вида b, соответствующие 
оценкам интервала  [ ;  ]b bc c  . 

Ограничения по искомым коэффициентам kjb выглядят сле-
дующим образом:

gjb ≤ kjb ≤ hjb;	 (11)

  
  1,jb

j J
k

∈

=∑   	 (12)

где gjb и hjb — задаваемые доли продаж в виде нижних и верхних 
оценок продукции b в период j. 

Для оптимизации коэффициентов могут использоваться, как 
средние цены на продукцию, так и спрогнозированные. При этом 
для эффективного численного решения задачи (10)–(12) можно ис-
пользовать метод статистических испытаний. 

На втором этапе построена модель оптимизации реализа-
ции продукции с учетом сезонности цен и оптимальных коэффи-
циентов распределения объемов продаж. В качестве критерия оп-
тимальности использована прибыль от реализации продукции: 

        
    max,jb b jb b jb

j J b B j J b B
k w x λ x

∈ ∈ ∈ ∈

− →∑ ∑ ∑ ∑  	 (13)

где 
 

;  b bw w      — выручка от реализации продукции вида b, изменяющаяся 
в пределах 

 
;  b bw w     , xjb — искомая переменная — объем реали-

зации вида продукции b в период j, λb — затраты на производство 
продукции вида b.

Сформулированы следующие ограничения: 
– по производственным ресурсам: 

    
   (   ),lb jb l

j J b B
v x V l L

∈ ∈

≤ ∈∑ ∑ , 	 (14)

где vlb — расход ресурса l на единицу продукции вида b, Vl — объ-
ем ресурса l;

– по размеру растениеводческой отрасли:
 

  

  
  (1  )   ,

jb
j J

b
b B b

x
n η n

y
∈

∈

≤ + ≤
∑

∑      ,	 (15)

где ηb  — коэффициент, отражающий площадь, выделенную под 
посев семян вида b; yb — урожайность культуры b; 
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– по максимальному значению себестоимости продукции от-
носительно выручки от реализации:

 

    
  ,b jb

j J b B
δ x w

∈ ∈

≤∑ ∑
                                                      

 	 (16)

где δb — себестоимость единицы продукции b, w — выручка;
– по ресурсам на хранение продукции 

  
  ,jb jb jb j

b B
k α x W

∈

≤∑
       

                                        	 (17)

где ajb расход ресурса на единицу товарной продукции b в период 
j, Wj — объем ресурса в период j; 

– по получению гарантированной выручки 

    
  ,jb jb jb

j J b B
k c x B

∈ ∈

≤∑ ∑  	 (18)

где B — средняя выручка предприятия за определенный период, 
cjb — точечный прогноз цены реализации продукции b в период j; 

– по неотрицательности переменных:

xjb ≥ 0.	 (19)

На третьем этапе осуществляется прогноз различных по-
казателей аграрного производства, например, трудовых и матери-
альных ресурсов, оплаты труда, урожайности и прочих, поскольку 
они имеют различные тенденции. В частности, для прогнозиро-
вания урожайности сельскохозяйственных культур в работе [10] 
использованы логистическая и асимптотическая функции (7), (8).

Предложенная задача оптимизации производства и реализации 
продукции с учетом изменчивости цен реализована для ЗАО «Иркут-
ские Семена». При решении задачи сначала определялись коэффи-
циенты распределения объемов продаж на основе задачи линейного 
программирования (10)–(12). Затем была построена численная мо-
дель оптимизации производства и реализации аграрной продукции 
согласно задаче параметрического программирования (13)–(19). Для 
прогнозирования урожайности сельскохозяйственных культур ис-
пользована логистическая модель. Модели для прогноза цен на сель-
скохозяйственную продукцию рассчитаны с помощью программы 
«Оракул» на основании статистических квартальных данных. 

Затем рассчитаны значения точечного и интервального про-
гнозов на 2023, 2025  гг. Для расчета доверительного интервала 

 jbc~∆    использована формула [12] 

2

2

1 3(   2   1)Δ   1    ,
(   1)jbjb α c

n kc t σ
n n n

+ −
= + +

−
  	 (20)
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где tα — значение критерия Стьюдента для уровня значимости α и 
числа степеней свободы n-2; n — длина ряда; k — период заблаго-
временности; σcjb — средняя квадратическая погрешность уравне-
ния регрессии.

После получения результатов точечного и интервального 
прогноза цен на сельскохозяйственную продукцию построена мо-
дель оптимизации производства и реализации продукции с учетом 
(табл. 2). При этом использованы оптимальные коэффициенты 
распределения объемов реализации продукции по кварталам. Мо-
дель (13)–(19) решены в трех вариантах, для точечного прогноза и 
верхнего и нижнего значения интервала.

Таблица 2
Результаты решения задачи параметрического программирования 

для ЗАО «Иркутские Семена» при оптимальных продажах  
продукции с учетом точечного и интервального прогноза цен  

на 2023, 2025 гг.

Вариант Квар-
тал

Объемы реализации продукции, т Критерий оп-
тимальности, 

тыс. р.
Пшени-

ца
Яч-

мень Овес Карто-
фель

Капу-
ста

Мор-
ковь

2023

Точеч-
ный 
прогноз

I 816,5 120,5 97,9 1099,4 162,5 31,5

104 521,53II 2268,0 463,5 222,4 2398,6 624,9 157,5
III 680,4 139,0 57,8 4997,1 275,0 78,7
IV 771,1 203,9 66,7 1499,1 187,5 47,2

2025

Точеч-
ный 
прогноз

I 829,8 121,9 99,4 1103,8 167,0 32,9

111 197,82II 2304,9 468,8 225,8 2408,3 642,2 164,6
III 691,5 140,6 58,7 5017,2 282,6 82,3
IV 783,7 206,3 67,7 1505,2 192,6 49,4

Поскольку имеет место ежегодный рост цен, прибыль, по-
лученная по точечному прогнозу, увеличится за 2 года на 6,4 %. 
При этом урожайность сельскохозяйственных культур согласно 
прогнозу также имеет положительную тенденцию, поэтому объ-
емы произведенной и, соответственно, реализованной продукции 
увеличиваются. 

Помимо приведенных расчетов построены модели для верх-
них и нижних значений интервального прогноза цен. Согласно 
полученным планам объемы реализации продукции не меняются, 
вместе с тем при высоких ценах прибыль увеличится на 6,1% в 
2023 г. и на 5,7 % — в 2025 г., а при низких — уменьшится на 6,2 
и 5,8 % соответственно.

При использовании предложенной модели особо следует 
выделить оценку возможных рисков при производстве аграрной 
продукции. Модель позволяет учитывать различные степени ри-
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сков для готовности сельскохозяйственных товаропроизводителей 
осуществлять мероприятия по уменьшению потерь.

Выводы
В работе проанализированы многоэтапные модели параме-

трического программирования, используемые для оптимизации 
производства растениеводческой продукции.

В первой модели использовались тренды урожайности сель-
скохозяйственных культур, а во второй — дополнительно учиты-
валась сезонная изменчивость цен на аграрную продукцию.

При этом для прогнозирования урожайности сельскохозяйствен-
ных культур применялись асимптотическая и логистическая функции, 
а для оценки изменчивости цен — тренд-сезонная зависимость.

Первая модель реализована для Нижнеудинского района для 
трех вариантов предшественников. Результаты, полученные для пер-
вого варианта предшественника, превышают значения критерия оп-
тимальности для второго и третьего вариантов более чем на 2–4 %.

При решении второй модели использованы результаты то-
чечного и интервального прогнозов цен. При высоких ценах, со-
ответствующих верхней границе интервала, прибыль предприятия 
за 2 года увеличится примерно на 6 %.

Между тем предложенные модели описывают инерционный 
путь развития растениеводства в районах. Поэтому возможно ис-
пользование экспертных оценок для построения более интенсив-
ных тенденций улучшения деятельности сельскохозяйственных 
товаропроизводителей в зависимости от внедрения новых техно-
логий и повышения производительности труда.
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