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Аннотация. Использование символа абсолютного значения в теоретических 
исследованиях часто приводит к затруднениям в аналитических операциях. Одна-
ко с практической точки зрения, преобразования, базирующиеся на абсолютных 
разностях, наиболее наглядны и эффективны. В статье рассматриваются функци-
ональные преобразования, представляющие собой модули разностей дискретных 
случайных величин. Дается понятие модуля первой разности. Найдены законы 
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Ключевые слова. Дискретная случайная величина, независимость случайных 
величин, закон распределения вероятностей, функциональное преобразование, 
абсолютная величина, модуль первой разности.

Информация о статье. Дата поступления: 14 ноября 2023 г.; дата приня-
тия к публикации: 20 ноября 2023 г.; дата онлайн-размещения: 12 декабря 2023 г.

Original article
T.I. Vedernikova

Baikal State University,
Irkutsk, Russian Federation

Law of Probability Distribution Function of The Module  
of Difference of Discrete Random Variables

Abstract. The use of the absolute value symbol in theoretical studies often 
leads to difficulties in analytical operations. However, from a practical point of view, 
transformations based on absolute differences are the most visual and effective. The 
article discusses functional transformations, which are modules of the differences of 
discrete random variables.

The concept of the first difference modulus is given. The laws of the probabil-
ity distribution of random variables obtained as the modulus of the difference of two 
independent random variables that have the same discrete distribution (Bernoulli or 
geometric), as well as the distribution laws of new random variables that are the sums of 
the moduli of the first difference, have been found. The main numerical characteristics 
of new random variables are calculated.

Keywords. Discrete random variable, independence of random variables, proba-
bility distribution law, functional transformation, absolute value, first difference modulus.

Article info. Received 14 November, 2023; Accepted 20 November, 2023; 
Available online 12 December, 2023.

© Ведерникова Т.И., 2023



506

ISSN 2713-1734

Введение
Функциональным преобразованиям случайных величин посвя-

щена обширная литература по теории вероятностей и ее приложени-
ям. В статье рассматриваются функциональные преобразования, пред-
ставляющие собой модули разностей дискретных случайных величин. 
Использование символа абсолютного значения в теоретических иссле-
дованиях часто приводит к затруднениям в аналитических операциях. 
Однако с практической точки зрения, преобразования, базирующиеся 
на абсолютных разностях, наиболее наглядны и эффективны.

Реальный объект довольно часто характеризуется параме-
трами, принимающими целочисленные значения. Моделью такого 
объекта может быть многомерная случайная величина

{ }1 2  ,  ,  ...,  nξ ξ ξ ξ=  (1) .	 (1)

Работа посвящена исследованию поведения случайной вели-
чины (называемой модулем первой разности [1])

    η a b= − , ,	 (2)

когда в качестве a и b берутся компоненты вектора (1), и новой 
случайной величины, представляющей собой сумму независимых 
величин вида (2).

Общий случай
Известно [2], что разность двух независимых дискретных 

случайных величин η = ξ1 – ξ2 вычисляется по формуле:

{ } { } { }1 2            ;    0,  1,  2,  ...
k

P η t P ξ k P ξ k t t
∞

= = = ⋅ = − =∑ . 	 (3)

Пусть компоненты многомерной случайной величины (1) не-
зависимые, неотрицательные, целочисленные случайные величи-
ны и имеют одинаковый закон распределения вероятностей 

{ }( )    ;    1,  ;   0,  1,  2,  ...iP t P ξ t i n t= = = =  . .

Согласно (2) модуль первой разности любых компонент век-
тора (1) есть новая случайная величина 

    ;  ,    1,  ;    i jη ξ ξ i j n i j= − = ≠ . 	 (4)

Для отыскания закона распределения η воспользуемся опре-
делением независимости дискретных случайных величин [2], при-
менив его для двух случаев: 1)  ji ξξ ≥ , 2) ji ξξ < .  

В первом случае (обозначим       0i jη ξ ξ= − ≥ )  ) имеем: 

{ } { } { } { } { }
  0   0

                  ;    0,  1,  2,  ...i j
k k

P η t P ξ k t P ξ k P k t P k t
∞ ∞

= =

= = = + ⋅ = = + ⋅ =∑ ∑ . ×
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× 

 

{ } { } { } { } { }
  0   0

                  ;    0,  1,  2,  ...i j
k k

P η t P ξ k t P ξ k P k t P k t
∞ ∞

= =

= = = + ⋅ = = + ⋅ =∑ ∑ . 

Во втором случае (       0i jη ξ ξ= − ≥ )   = ξi – ξj < 0) получаем: 

{ } { } { } { } { }
  0   0

                  ;    1,  2, ...i j
k r

P η t P ξ k P ξ k t P k t P k t
∞ ∞

= =

= − = = ⋅ = + = + ⋅ =∑ ∑  .  

{ } { } { } { } { }
  0   0

                  ;    1,  2, ...i j
k r

P η t P ξ k P ξ k t P k t P k t
∞ ∞

= =

= − = = ⋅ = + = + ⋅ =∑ ∑  . .

Отсюда находим, что 

{ } { }
{ } { } { }

  0     0 ;

          ;    1,  2,  ...

P η P η

P η t P η t P η t t

= = =

= = = + = − =
 

и окончательно имеем 

{ }
( )

( )

2

  0

  0

( ) ;    0;
    

2 ( )    ;    1,  2,  3,  ...

k

k

P k t
P η t

P k P k t t

∞

=

∞

=

 == = 
 ⋅ + =


∑

∑
 .   .	 (5)

Таким образом, доказано утверждение.
Утверждение. Если компоненты многомерной случайной 

величины { }1 2  ,  ,  ...,  nξ ξ ξ ξ=    независимые неотрицательные це-
лочисленные случайные величины с одинаковым распределением 

{ }( )    ;    1,  ;   0,  1,  2,  ....iP t P ξ t i n t= = = = , 
то закон распределения вероятностей величин η, получаемых как 
сумма модулей первых разностей вида (2), задается формулой (5).

Из этого утверждения, как следствие, вытекают распределе-
ния случайных величин, которые строятся на основе модуля пер-
вой разности, когда компоненты вектора (1) имеют известные за-
коны распределения вероятностей.

Бернуллиевский случай
Следствие 1. Если компоненты многомерной случайной ве-

личины { }1 2  ,  ,  ...,  nξ ξ ξ ξ=    независимы и имеют распределение 
Бернулли с параметром p, то величины, получаемые как модули 
первых разностей, также являются бернуллиевскими.

Доказательство. Случайные величины  ;    1,  iξ i n=    имеют 
распределение Бернулли с параметром p, т.е. 

{ } 1      ;      1;    0,  1;k k
iP ξ k p q p q k−= = + = =  . .	 (6)

Область значений величины (4) легко отыскивается:
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η = 0, если ξi = ξj,
η = 1, если   ;  ,    1,  ;    i jξ ξ i j n i j≠ = ≠  . 

Подставляя (6) в (5), найдем закон распределения вероятно-
стей случайной величины (4): 

{ } ( )
1

1  2 2 2

  0
  0       k k

k
P η p q q p−

=

= = = +∑ , 

{ } ( ) ( )
1

1    1    

  0
    1   2     2   .k k k t k t

η
k

P η t p q p q pq p− + − +

=

= = = ⋅ = =∑     .

Проверим условие нормировки: 

{ } { } 2 2 2  0     1       2   (   )   1,P η P η q p qp q p= + = = + + = + =   

{ }  0   1  ηP η p= = − . 
Таким образом, величина η принимает два значения: 0 и 1, 

одно с вероятностью pη, другое с вероятностью (1 – pη), что от-
вечает определению распределения Бернулли. Что и требовалось 
доказать.

Введем новую случайную величину Y, представляющую со-
бой сумму модулей первых разностей  

    1
  1

    ;    .
2

r

i n i
i

nY ξ ξ r− +
=

 = − =   
∑  	 (7)

Следствие 2. Если компоненты многомерной случайной ве-
личины { }1 2  ,  ,  ...,  nξ ξ ξ ξ=    независимы и распределены по за-
кону Бернулли с параметром p, то случайная величина (7) имеет 
биномиальное распределение с параметрами ([n /2 ], 2pq).

Доказательство. Перепишем (7) в виде

rY ηηη +++= ...21 , 

где 

    ;    1,  ;       1,i i jη ξ ξ i n j n i= − = = − +  , 
На основании Следствия 1 все ,    1,  iη i r=    имеют распреде-

ление Бернулли с параметром pη = 2pq и в силу своей конструкции 

{ }1 1 2 2   1     1    ,      ,  ...,      .n n r r n rη ξ ξ η ξ ξ η ξ ξ− − += − = − = −   	 (8)

являются независимыми. Таким образом, случайная величина Y 
представляет собой сумму r независимых беруллиевских слу-
чайных величин. Следовательно, она имеет биномиальное рас-
пределение
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{ } 1      ;      1;    1,  ;    1,k k
η η η ηP Y k p q p q k r r−= = + = = >  где   2 ,    .

2η
np pq r  = =   

  

{ } 1      ;      1;    1,  ;    1,k k
η η η ηP Y k p q p q k r r−= = + = = >  где   2 ,    .

2η
np pq r  = =   

 

Следствие доказано.
Случай с геометрическим распределением
Следствие 3. Если компоненты многомерной случайной ве-

личины { }1 2  ,  ,  ...,  nξ ξ ξ ξ=    независимы и имеют геометрическое 
распределение с параметром p, то величины (1), получаемые как 
модули первых разностей, задаются распределением

{ }
;    0;

1  
    .

2 ;    1,  2,  3,  ...
1  

t

p t
q

P η t
pq t

q

 = += = 
 =
 +

  	 (9)

Доказательство. Компоненты в (1) независимы и имеют гео-
метрическое распределение 

{ }    ;     1;    0,  1,  2,  3,  ....k
iP ξ k pq p q k= = + = =  

Для отыскания закона распределения вероятностей случай-
ной величины вида (4) воспользуемся формулой (5). Тогда полу-
чим, что 

 

{ } ( ) ( )
22 2 2

2
  0   0

  0       ;    0;
1  1  

kk

k k

p pP η pq p q t
q q

∞ ∞

= =

= = = = = =
− +∑ ∑  . 

{ } ( )  2 2

  0   0

2    2   2   ;    1,  2,  3,  ... .
1  

t
k t k t k

k k

pqP η t pq pq p q q t
q

∞ ∞
+

= =

= = = = =
+∑ ∑

. { } ( )  2 2

  0   0

2    2   2   ;    1,  2,  3,  ... .
1  

t
k t k t k

k k

pqP η t pq pq p q q t
q

∞ ∞
+

= =

= = = = =
+∑ ∑

. Что и требовалось доказать.
Для исследования свойств новой случайной величины η най-

дем производящую функцию вероятностей (ПФВ) [3] распределе-
ния (9). По определению ПФВ есть

{ }
  0

( )     .η t
η

t
ν s M s s P η t

∞

=

 = = =  ∑    

Применительно к нашему случаю имеем

{ } { }

( ) ( )

0

  1   1

  1   1

2( )    0          
1  1  

 1  2   2   1  
1  1  

2 (1  )    1   .
1  1  (1  )  (1  )

t t t
η

t t

t t

t t

p pν s s P η s P η t s q
q q

p psq sq
q q

p p sq
q sq q sq

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= = + = = + =
+ +

   = + = − =   + +   
  +

= − = + − + ⋅ − 

∑ ∑

∑ ∑



 . 
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( ) ( )

0

  1   1

  1   1

2( )    0          
1  1  

 1  2   2   1  
1  1  

2 (1  )    1   .
1  1  (1  )  (1  )

t t t
η

t t

t t

t t

p pν s s P η s P η t s q
q q

p psq sq
q q

p p sq
q sq q sq

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= = + = = + =
+ +

   = + = − =   + +   
  +

= − = + − + ⋅ − 

∑ ∑

∑ ∑



 . 

Используя свойства производящей функции вероятностей 
[3], найдем математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины η

[ ] ( )
'

'

2  1

(1  ) 2  ( )     ,
(1  )  (1  ) 1  η s

p sq qM η ν s
q sq q=

 +
= = = + ⋅ − − 

 , 
 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

22

22
  1

2 1  
  ( )   ( )   ( )   .

1  
η η η

s

q q
D η ν s ν s ν s

q=

+ ″ ′ ′  = + − =     − 
 . 

Известно, что ПФВ для суммы независимых случайных ве-
личин (каковыми являются в силу своей конструкции (8) модули 
разностей в (7)) равняется произведению производящих функций 
слагаемых. Тогда производящая функция случайной величины Y 
будет иметь вид

 

1 2 1 2    ...  
(1  )( )  ( )  ( )  ( )  ...   ( )  ;    .

(1  )  (1  ) 2r r

r

Y η η η η η η
p sq nν s ν s ν s ν s ν s r
q sq+ + +

 +  = = ⋅ ⋅ ⋅ = =   + ⋅ −   
 .  

1 2 1 2    ...  
(1  )( )  ( )  ( )  ( )  ...   ( )  ;    .

(1  )  (1  ) 2r r

r

Y η η η η η η
p sq nν s ν s ν s ν s ν s r
q sq+ + +

 +  = = ⋅ ⋅ ⋅ = =   + ⋅ −   
 . 

Вычислим числовые характеристики случайной величины 
Y, когда компоненты вектора (1) имеют геометрическое распреде-
ление с параметром р. Математическое ожидание от суммы слу-
чайных величин равняется сумме их математических ожиданий, 
следовательно 

[ ] 1 2 2 2

2  [ ]  [ ]  ...   [ ]    .
1  1  r

rq nqM Y M η M η M η
q q

= + + + = =
− −

. 

Дисперсия от суммы независимых случайных величин (ка-
ковыми являются ,    1,  iη i r=    ) также равна сумме дисперсий 
слагаемых:  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 22

2 22 2
  1

2 1  1  
  ( )   ( )   ( )     .

1  1  
Y Y Y

s

rq q nq q
D Y ν s ν s ν s

q q=

+ + ″ ′ ′ = + − = =    − − 
 . 
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 22

2 22 2
  1

2 1  1  
  ( )   ( )   ( )     .

1  1  
Y Y Y

s

rq q nq q
D Y ν s ν s ν s

q q=

+ + ″ ′ ′ = + − = =    − − 
 . 

Заключение
Многомерная случайная величина является распространен-

ной моделью в теоретических и прикладных исследованиях. При 
этом наблюдения представляют собой многомерные временные 
ряды. Работать с многомерными рядами наблюдений сложнее, чем 
с одномерными. Поэтому часто приходится решать задачу сниже-
ния размерности. Преобразования вида (7) позволяют свести мно-
гомерную случайную величину к одномерной, которая аккумули-
рует в себе особенности многомерной величины (1). Выполнить 
анализ свойств одномерной величины значительно проще, чем 
многомерной.
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