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Вязкий гравитационный алгоритм кластеризации 
многомерных данных 

Аннотация. Кластеризация является одним из первых стандартных 
шагов при анализе больших данных. Она необходима для дальнейшего ре-
шения задач классификации и группового прогноза. Нами исследуется вязкая 
модификация гравитационного алгоритма кластеризации данных (VGSA), 
которая является развитием уже зарекомендовавшего себя ранее подхода.  
Отдельные записи данных рассматриваются в VGSA как точки в многомерном 
пространстве, между которыми действует парное центральное притяжение. 
Массы взаимодействующих точек приняты одинаковыми, что соответствует 
специфике кластеризации в отличие от задачи поиска оптимального значения 
целевой функции, при решении которой массы частиц увеличиваются по мере 
приближения к экстремуму.  Обсуждается выбор вида парного взаимодей-
ствия в зависимости от предполагаемой структуры данных. Наличие боль-
шой вязкости понижает порядок динамических уравнений движения путем 
исключения из них ускорения. Полученные укороченные уравнения задают 
устойчивое движение системы, что гарантирует воспроизведение результатов 
при повторном запуске алгоритма. Устойчивость системы уравнений дока-
зывается с помощью функции Ляпунова, являющейся аналогом физической 
потенциальной энергии. Выключение взаимодействия частиц на малых рас-
стояний между ними обеспечивает автоматический механизм иерархической 
кластеризации на разных временах работы алгоритма с конечным образо-
ванием единого кластера. Прослежена связь VGSA с принципом действия 
самоорганизующихся карт Кохонена, который соответствует гравитационному 
перераспределению пробных частиц. Работа алгоритма протестирована на 
базе данных в сравнении с методами кластеризации K-средних, карт Кохо-
нена и стандартного гравитационного алгоритма. Оценивалась скорость и 
точность кластеризации. Сделан вывод о преимуществе применения VGSA 
к большим данным с учетом автоматического определения числа кластеров, 
возможности коррекции при обновлении записей и неточного задания данных.
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Abstract. Clustering is one of the first standard steps for big data analysis. It is 
necessary for further solving problems of classification and group forecasting. We study 
a viscous modification of the gravitational data clustering algorithm (VGSA), which 
develop already proven approach. Individual data records are considered in VGSA 
as points in multidimensional space, between which a paired central attraction acts. 
The masses of the interacting points are assumed to be the same, which corresponds 
to the specifics of clustering, in contrast to the problem of finding the optimal value of 
the objective function, in which the masses of particles increase as they approach the 
extremum. The choice of the type of pair interaction depending on the proposed data 
structure is discussed. The presence of high viscosity lowers the order of the dynamic 
equations of motion by excluding acceleration from them. The obtained shortened 
equations define the stable motion of the system, which guarantees the reproduction 
of the results when the algorithm is restarted. The stability of the system of equations 
is proved using the Lyapunov function, which is an analogue of the physical potential 
energy. Turning off the interaction of particles at small distances between them provides 
an automatic mechanism for hierarchical clustering at different stages of the algorithm 
with the final formation of a single cluster. The relationship between VGSA and the 
operating principle of Kohonen's self-organizing maps, which corresponds to the 
gravitational redistribution of test particles, is traced. The performance of the algorithm 
has been tested on the database in comparison with the methods of K-means clustering, 
Kohonen maps and the standard gravity algorithm. The speed and accuracy of clustering 
were evaluated. The conclusion is made about the advantage of applying VGSA to 
big data, taking into account the automatic determination of the number of clusters, 
the possibility of correction when updating records, and inaccurate data specification.
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Введение
Решение задачи кластеризации больших данных обычно яв-

ляется необходимым первым шагом к дальнейшему более деталь-
ному их анализу. Кластеры данных формируются по выбранному 
критерию близости абстрактных точек в многомерном простран-
стве, представляющем записи, путем введения той или иной ме-
трики [1]. В отличие от обычного геометрического пространства, 
данные могут быть содержать разнородные величины с различ-
ной размерностью. Поэтому введение метрики непосредственно 
в исходном пространстве данных невозможно. Стандартным ре-
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шением является приведение всех данных к безразмерному ин-
тервалу путем нормировки каждого из отдельных параметров на 
максимальное или среднее его значение в базе [2]. Преимущество 
нормировки на среднее значение состоит в исключении искажения 
дальнейших оценок случайными большими выбросами. 

К полученным безразмерным записям можно применить ту 
или иную метрику, в зависимости от решаемой задачи. Если спец-
ифика решаемой задачи неизвестна или непонятна, то чаще всего 
используют метрику Евклида. В различных случаях применяется 
также метрика Манхэттен, расстояние Чебышева, расстояние Ма-
халанобиса или степенное расстояние [3; 4]. Сам алгоритм класте-
ризации призван обеспечить попадание в одно множество близко 
расположенных данных, тогда как расположенные на большом 
расстоянии данные попадут в другие множества. Такое определе-
ние игнорирует распределение плотности частиц в пространстве. 
Отметим, что возможность оценить плотность данных возникает 
только при наличии больших объемов записей. Отсюда понятно 
отсутствие единого универсального алгоритма кластеризации дан-
ных произвольной природы и структуры. 

Кластеризация является первым шагом для реализации ком-
пьютерных решений по классификации данных и прогнозирова-
нию динамики коллективного поведения типовых групп объектов. 
В машинном обучении кластеризация относится к задачам обуче-
ния без учителя и не требует ручной разметки данных. Меньшие 
требования к подготовке данных кластеризации, по сравнению 
с размеченными данными при обучении с учителем, приводят 
одновременно к меньшей точности результатов классификации. 
Безусловным достоинством методов кластеризации является их 
полностью автоматический характер. Однако количество класте-
ров чаще всего задается в программе извне и является гиперпара-
метром [5].

Существуют агломеративные алгоритмы, формирующие 
кластеры снизу-вверх, начиная с малых. Результатом такой кла-
стеризации является дендрограмма, показывающая формирование 
вложенных кластеров разных уровней.  Недостатком таких алго-
ритмов является неконтролируемый рост времени процедуры при 
кластеризации больших многомерных данных. Распространен-
ными способами кластеризации являются алгоритмы K-средних, 
выделения связанных компонент, минимального покрывающего 
дерева, послойной кластеризации на графах и нечеткий алгоритм 
C-средних [6]. Одним из популярных алгоритмов кластеризации 
остается DBSCAN, основанный на анализе плотности данных. Его 
высокое качество сопровождается быстрым падением производи-
тельности с ростом размерности данных. Еще один подход связан 
с применением эволюционных методов, использующих генети-
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ческие алгоритмы для поиска наилучшего расположения центров 
кластеров по заданному критерию [7].

Для практического применения, используемый метод кла-
стеризации должен обладать быстродействием и способностью 
обновлять кластеры при появлении новых данных без повторения 
всей процедуры. Наконец, исходные данные могут быть известны 
с ограниченной точностью или вообще представлять собой нечет-
кие величины, и в этом случае стандартные методы кластеризации 
не дают приемлемых решений. Отмеченный нами набор требова-
ний делает задачу кластеризации достаточно сложной. Поэтому не 
удивительно, что инструменты кластеризации данных нуждаются 
в дальнейшем совершенствовании. 

Альтернативный подходом является гравитационный алго-
ритм, основанный на аналогии с природным явлением гравитаци-
онного стягивания частиц в плотные образования [8]. В нашей ра-
боте рассматривается развитие предложенного ранее подхода [9] в 
приложении к кластеризации многомерных данных.

Вязкий гравитационный алгоритм
Гравитационный алгоритм кластеризации предусматривает 

стягивание вместе частиц-агентов соответствуют отдельным за-
писям данных, под действием динамического закона, в котором 
частицы притягиваются парным центральным взаимодействием. 
Координаты частиц-агентов представлены векторами xi = {xik},  , 
при k ∈ [1; K], где K — число координат (полей записи). Динами-
ческое уравнение записывается по аналогии с уравнениями движе-
ния Ньютона в виде

d2xi

dt2
 + ν

dxi

dt
 = Fi, ,	 (1)

где 
d2xi

dt2
 + ν

dxi

dt
 = Fi,  — ускорение i-ой частицы, 

d2xi

dt2
 + ν

dxi

dt
 = Fi,  — скорость этой частицы, 

d2xi

dt2
 + ν

dxi

dt
 = Fi,  — сила вязкого трения при заданном коэффициенте трения ν. 

А Fi = {Fik},  , при k ∈ [1; K] — это суммарная сила, действующая на 
частицу i  со стороны всех остальных частиц. В этом случае

Fi = � fij
j ≠ i

 ,	 (2)

где fij есть сила, действующая на частицу i со стороны частицы 
j. [10]. В стандартном варианте гравитационного алгоритма сила 
трения отсутствует [11]. Это вызывает паразитный эффект про-
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явления инерции движения в виде выброса отдельных частиц из 
формирующихся кластеров и разбегании частиц кластеров после 
их формирования. Добавление вязкого трения приводит к уравне-
ниям в виде (1) и устраняет это негативное явление. В случае вы-
сокой вязкости ускорениями в уравнениях (1) можно пренебречь, 
скорость становится пропорциональной действующей силе, и мы 
получаем укороченное уравнение [9] 

ν
dxi

dt
 = Fi ,	 (3)

численное интегрирование которого занимает меньше времени, 
чем для уравнения (1). После перехода к дискретному времени 
формула перерасчета координат частиц на следующем временном 
шаге принимает вид

xi(t + 1) = xi(t) + Fi(t) / ν.	 (4)

В уравнении (2) сила взаимодействия между частицами во-
все не обязана полностью следовать физическому закону всемир-
ного тяготения. Достаточно, чтобы она была центральной и бы-
стро убывала с расстоянием. Такому требованию удовлетворяет 
класс функций вида

 g(r) = C(t)rφ(|r|), ,	 (5)

при функции  g(r) = C(t)rφ(|r|),  монотонно убывающей с расстоянием быстрее, 
чем степенная зависимость 1 / rp при p = 1. Применительно к ал-
горитму VGSA для расчета силы воздействия fijk по координате k 
частицы-агенты j на частицу-агента i, в качестве временного ко-
эффициента G(t) выбрана гравитационная постоянная C(t), явля-
ющаяся монотонно убывающей функций времени, подбираемой 
в зависимости от вида данных. При отсутствии дополнительной 
аргументации, можно положить G(t) = 1. Радиус вектор r опреде-
лен как xijk – xik, в качестве функции от радиус вектора (6) выбра-
но отношение массы (нормированного значения фитнес функции) 
частицы-агенты j (8–9) к Евклидову расстоянию (7) между части-
цами i и j в степени p, подбираемой на основе условий решаемой 
задачи, для большинства тестируемых задач, оптимально p = 2, в 
то время как в законе всемирного тяготения p = 3.

 φ(|r|) = 
Mj

Rij
p  

 

,	 (6)

Rij = �� (xjk – xik)2 
K

k = 1

�

1
2

 ,	 (7)
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Mi = 
max(fit)  – fiti

max(fit) – min(fit)
 ,	 (8)

fiti = � �xik – �
xjk

N

N

j = 1,  j ≠ i
�

K

k = 1

 .	 (9)

Таким образом, сила воздействия частицы-агенты j на части-
цу-агента i по координате k определяется как

fijk = G(t)(xjk – xik)
Mj

Rij
p .	 (10)

Суперпозиция сил воздействия системы на частицу-агента i 
по координате k находится из уравнения

Fik = G(t) �
(xjk – xik)Mj

Rij
p

N

j = 1,  j ≠ i

 .	 (11)

Полный вектор силы действующей на частицу i определен 
как 𝑭𝑭𝑖𝑖 = {𝑭𝑭𝑖𝑖𝑘𝑘 },  , при k ∈ [1; K].

Для упрощения работы алгоритма, так же допустимо отключе-
ние перерасчета масс и использование функции не зависящей от них

 φ(|r|) = 
1

r2 + a2 .	 (12)

В таком случае для учета конечной точности задания данных 
и автоматической остановки алгоритма возможно выключение 
действия силы притяжения частиц-агентов на малых расстояниях 
r < a, ограничивающее процесс сжатия кластера.  Полное исключе-
ние сжатия можно обеспечить, заменяя на этих расстояниях при-
тяжение отталкиванием. 

Коэффициент вязкости ν является гиперпараметром, он, как 
и G контролирует скорость кластеризации, обновляясь каждую 
временную итерацию, с той разницей, что он не равен для всех 
частиц-агентов итерации.

Коэффициент вязкости рассчитывается на основе параме-
тров системы, при тестировании VGSA была выбрана минус вто-
рая степень от суммы 1 и разности числа частиц-агентов N в ите-
рации и позиции pos(Mi) агента i в рейтинге масс по возрастанию, 
умноженной на коэффициент γ, равный обратной дроби к плотно-
сти частиц, умноженной на параметр α = 3    

 ν = τ(1 + γ(N – pos(Mi)))–2, γ = 
L

αN
 

 

.	 (13)
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Здесь τ — коэффициент подбираемый из условий задачи, до-
пустимо τ = 1. L — значение длинны диапазона области опреде-
ления x, а pos(Mi) ∈ N [1; N]. Для частицы-агента i с наилучшим 
значением фитнес функции pos(Mi) = N, следовательно ν = τ, т.е. 
вязкость достигает своего максимального значения. Для частиц-
агентов с наихудшей приспособляемостью, значение вязкости 
ν = τ (1 + γ(N – 1))–2, т.е. достигает своего минимального значения. 
В результате замедления лучших частиц-агентов, снижается стя-
гивание системы к общему центру масс, и улучшается образова-
ние отдельных центров притяжения частиц, что хорошо подходит 
для применения VGSA в задачах кластеризации.

Отметим определенное сходство VGSA c алгоритмом само-
организующихся карт Кохонена (SOM) [12]. Отличие состоит в 
том, что в VGSA движутся все частицы, а в алгоритме Кохонена 
обновляется положение только пробных частиц, которые соответ-
ствуют положению центров будущих кластеров и постепенно сме-
щаются в области максимальной локальной концентрации частиц. 
Это позволяет сразу сделать вывод о том, что алгоритм SOM обла-
дает большим быстродействием, чем VGSA, но требует изначаль-
ного задания числа кластеров, а результат его работы зависит от 
того, насколько удачно выбраны начальные положения частиц. В 
качестве ядра  g(r) = C(t)rφ(|r|),  в SOM чаще всего выступает функция Гаусса 

 φ(|r|) = exp(–r2/(2σ2(t))) ,	 (13)

в которой параметр σ(t) определяет расстояние действия силы и 
уменьшается со временем. Исходя из имеющегося опыта SOM, 
кроме рассмотренного выше набора функций для гравитационно-
го алгоритма, можно пробовать использовать зависимость (13). 

Устойчивость алгоритма вязкой  
гравитационной кластеризации

Устойчивость VGSA интуитивно понятна из аналогии с фи-
зическим процессом агрегирования частиц в вязкой жидкости, но 
для надежности его применения требуется более серьезное обо-
снование, основанное на теории Ляпунова [13]. Асимптотическая 
устойчивость по Ляпунову означает, что любое начальное состо-
яние системы завершается одним и тем же конечным состояни-
ем. Для его доказательства требуется построение функции Ляпу-
нова, ограниченной по величине снизу и монотонно убывающей 
по времени. Релаксации физической системы идет с понижением 
ее потенциальной энергии. Этот факт можно использовать для 
построения функции Ляпунова, подходящей для нашего случая, 
и прояснения устойчивости рассматриваемой нами динамической 
системы (3), являющейся основой VGSA. Для парного взаимодей-
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ствия введем вспомогательный функционал, являющийся анало-
гом потенциальной энергии

 U��xi – xj�� = – � Fj(r)dr

xj

xi

 ,	 (14)

так что функция Ляпунова

 E = � U��xi – xj��
i  >  j

 ,	 (15)

тогда, производная функции Ляпунова по времени

dE
dt

 = � ẋi∇iE
i

 = –
1
ν

� (Fi)2 
i

< 0 .	 (16)

Таким образом, введенная нами функция Ляпунова моно-
тонно уменьшается по времени, и динамическая система являет-
ся асимптотически устойчивой. Это также означает устойчивость 
каждого отдельного кластера относительно вылета из него частиц. 
Кроме того, конечный кластер, составленный из большого коли-
чества частиц, будет иметь вид плотного шара, поскольку любое 
малое смещение частиц с поверхности шара будет означать рост 
функции Ляпунова. Проведенное нами рассмотрение дает необхо-
димое условие устойчивости всего VGSA.

Тестирование алгоритма на данных
В качестве датасета, для проведения тестирования VGSA как 

алгоритма кластеризации, был выбран классический датасет Iris 
Species1. Который содержит 150 записей по 5 полей каждая, по-
следнее поле представляет собой целевую функцию от первых че-
тырех полей. Всего имеется три разновидности значения целевой 
функции.  

Исходя из условий задачи, создается начальный рой из 
150 частиц-агентов с четырьмя координатами, количество итера-
ций настраивается вручную, было выбрано 30 итераций. Расчет 
сил производился по формуле (11), для формирования  случай-
ных факторов в эволюционной модели, значения масс были ум-
ножены на случайную величину нормального распределения в ин-
тервале [0,1]. Коэффициент вязкости рассчитывался по формуле 
(13) при τ = 1, гравитационная постоянная

G = G0e–α l
L . ,	 (17)

1  Iris Species // Kagle. URL: https://www.kaggle.com/datasets/uciml/iris.
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где l — номер текущей итерации, L — общее количество итераций,  G0 
= 10 — коэффициент, G0 = 0.2  — коэффициент, α = 10 — коэффициент. 
За серию из 50-ти тестирований наилучший результат представлен на 
рис. Класс «Setosa» отделился без ошибок, часть класса «Versicolor» 
захватил класс «Virginica». Минимальное количество ошибок 11 из 
150. При удалении класса «Setosa» после его выделения, два остав-
шихся класса разделились с количеством 9 ошибок из 100.

Алгоритмы K-средних (с обучением и предобработкой дан-
ных)  и SOM (с предобработкой данных) для датасета Iris Species, 
дают следующие результаты: ≈ 0,94 %  [14; 15] и ≈ 0,96 % 2[16] 
верных результатов, в лучших попытках, соответственно, что не-
много выше VGSA (≈ 0,92 %).

2  Self Organizing Maps // RPubs. URL: https://rpubs.com/loveb/som.

VGSA. Кластеризация на датасете Iris Species
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Заключение
Проведенное нами расширение области применимости VGSA 

на многомерные данные позволило реализовать работоспособный 
алгоритм на языке Python. Это дает возможность интегрировать 
его в другие инструменты машинного обучения, имеющиеся в рас-
пространенных фреймворках [17]. Сравнение с наиболее близким 
по подходу методом SOM демонстрирует, что VSA показывает не-
сколько менее высокую точность, но при этом выделяет кластеры, 
более устойчиво, и автоматически обеспечивает их иерархию. В то 
же время, VSA требует больших затрат компьютерных ресурсов. В 
качестве компромисса может быть предложен вариант с отслежи-
ванием эволюции ансамбля пробных частиц, которые будут снача-
ла притягиваться к центрам кластеров без взаимодействия между 
собой, а затем стягиваться к центрам кластеров [18]. 

В процессе работы алгоритма возможно добавление новых 
данных, а также выведение из расчета хорошо сформировавшихся 
кластеров. Положение центров кластеров обновляется без переза-
пуска программы, что дает возможность ее применения для дина-
мических задач. Так же подобный подход может дать преимуще-
ство для больших данных с неизвестным числом кластеров.
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