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Имитационная модель двухмассового машинного агрегата  
с карданной передачей

Аннотация. Работа посвящена разработке математической модели, описы-
вающей динамику двухмассового машинного агрегата с карданной передачей с 
учетом каталожных данных асинхронного электродвигателя. Получена эталонная 
имитационная модель машинного агрегата последовательной структуры, приводя-
щегося в движение асинхронным двигателем. Моделируемый машинный агрегат 
состоит из редуктора и двух вращающихся масс, между которыми расположена 
карданная передача с заданной жесткостью на кручение. Получены дифференци-
альные уравнения движения машинного агрегата. Разработано математическое 
описание механической характеристики на основе скорректированной формулы 
Клосса и выполнено исследование влияние параметров машинного агрегата на 
его работу в пусковом, установившемся и аварийном режимах. Выполнен анализ 
возникающих колебаний и динамических нагрузок и представлены результаты 
численной интерпретации полученных результатов в графическом виде. 
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Введение
Карданные передачи находят широкое применение в качестве 

трансмиссий в автомобилестроении, сельскохозяйственном и транс-
портном машиностроении, а также в металлургическом производ-
стве. Их исследованию посвящено достаточно большое количество 
работ [1–11]. При высоком уровне моделирования работы механиз-
мов с участием карданных передач во всех этих работах присутству-
ет серьезный недостаток. В них либо исключается из рассмотрения 
двигатель, приводящий механизм в движение, и его действие заменя-
ется постоянным крутящим моментом, либо работа двигателя учиты-
вается линейной зависимостью крутящего момента от угловой ско-
рости ротора. Это не позволяет корректно рассматривать поведение 
машинного агрегата при переходных, установившихся и аварийных 
режимах работы, в полной мере исследовать влияние параметров 
рабочей машины на ее эксплуатационные характеристики, а также 
выполнять обоснованный выбор электродвигателя по величине тех-
нологической нагрузки. Недостаток существующих подходов может 
быть преодолен путем включения в имитационную математическую 
модель машинного агрегата каталожных данных электродвигателя, 
интегрированным образом представленных в его естественной ме-
ханической характеристике. При этом механическая характеристика 
должна быть представлена в удобном аналитическом виде.

Целью работы является построение имитационной модели 
машинного агрегата последовательной структуры с двумя враща-
ющимися массами, между которыми находится карданная переда-
ча с упругим промежуточным валом. Машинный агрегат включает 
в себя асинхронный двигатель.

1. Постановка задачи               
Для построения имитационной модели машинного агрегата 

с карданной передачей выберем следующую структурную схему 
(рис.1)

catalogue data of an induction motor. A reference simulation model of a machine unit 
of sequential structure driven by a given induction motor is obtained. The simulated 
machine unit consists of a reducer and two rotating masses with a cardan gear with a given 
torsional stiffness between them. The differential equations of motion of the machine unit 
were calculated. A mathematical description of mechanical characteristics on the basis of 
Klos formulae has been developed and the influence of machine unit parameters on its 
performance in start-up, steady-state and emergency modes of operation has been studied. 
The analysis of arising oscillations and dynamic loads is carried out and the results of 
numerical implementation of the obtained results are presented.

Keywords. Mechanical characteristic, Closs formula correction, differential 
equation of motion of the machine unit.
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Здесь I1  — приведенный к выходному валу редуктора мо-
мент инерции вращающихся масс ротора электродвигателя и ре-
дуктора, I2 — моменты инерции вращающихся масс рабочей ма-
шины, φi  — углы поворота валов 1 и 2, ψi — углы поворота левого 
и правого сечений промежуточного вала, MC– постоянный момент 
сопротивления, Мдв (ω0) — момент двигателя, c — жесткость при 
кручении промежуточного вала, ω0  — угловая скорость ротора 
электродвигателя. 

Ставится задача: составить дифференциальные уравнения 
движения системы, получить имитационную модель и выполнить 
исследование пусковых и установившихся режимов работы ма-
шинного агрегата, а также выполнить анализ возникающих при 
этом автоколебаний. Следуя работам [6–8; 10] при создании ими-
тационной модели пренебрегается массой промежуточного вала. 

2. Кинематический анализ
В качестве обобщенных координат выберем углы поворота 

входного и выходного валов φ1 и φ2.
С учетом известных соотношений [12; 13], связывающих 

угловые скорости ведущего и ведомого валов универсального 
шарнира, имеем: 

2 2
cos , 1,2

1 sin cos
i

i i

d i
d
ψ α
ϕ α ϕ

= =
−

 ,

где α — угол между осями валов в карданной передаче.
Откуда:

2 2
0

cos .
1 sin cos

i

i
i

d
ϕ αψ ϕ

α ϕ
=

−∫  

C учетом, так называемой, усеченной формулы [1; 7]  

2sin 2 ,
2i i i tg αψ ϕ λ ϕ λ= + =  

(1) 

 

	 (1)

МДВ

1ϕ
1I 1ψ

2ψ 2ϕ
2I

CM

Рис. 1. Структурная схема машинного агрегата
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При угле между осями валов в 15˚ отклонение от точного ре-
шения в вычислении угла поворота ведомой вилки универсально-
го шарнира с использованием приближенной формулы показано 
на графике (рис. 2).

Рис. 2. График ошибок при использовании усеченной формулы

Максимальное отклонение от точного значения составляет 
8,6 ∙ 10–3 град.

3. Вывод уравнений динамической системы
Для получения дифференциальных уравнений движения рас-

сматриваемой динамической системы воспользуемся уравнения-
ми Лагранжа 
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 — приведенный к первому валу момент дви-

гателя, который определяется естественной механической харак-
теристикой двигателя, T — кинетическая энергия, П — потенци-
альная энергия.

Для рассматриваемого машинного агрегата
2 2 2

1 1 2 2 1 2( ),
2 2 2

I I cT Пϕ ϕ ψ ψ−
= + =

 
 .

Подстановка кинетической и потенциальной в уравнения Ла-
гранжа с учетом соотношений (1) приводит к следующей системе 
дифференциальных уравнений, описывающих поведение машин-
ного агрегата: 

1 1 . 1 1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2

( ) ( (sin 2 sin 2 ))(1 2 cos2 ),
( (sin 2 sin 2 ))(1 2 cos2 ).

пр дв

C

I M c
I M c

ϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ λ ϕ

ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ λ ϕ

= − − + − +

= − + − + − +

 


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После тождественных преобразований и пренебрежением 
членами, содержащими λ в степени выше первой, приходим к 
уравнениям работы [7] 

1 1 . 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

( ) [ 2 (( )cos2 ) sin( )cos( )],
[ 2 (( )cos2 ) sin( )cos( )].

пр дв

C

I M c
I M c

ϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= − − + − + − +

= − + − + − + − +

 


 

4. Построение механической характеристики
Большинство машин промышленных производств приводят-

ся в движение асинхронными двигателями. Трехфазный асинхрон-
ный электродвигатель наиболее широко используется в современ-
ной промышленности и обеспечивает требуемую мощность для 
широкого ассортимента машин. Данный двигатель —переменного 
тока, частота вращения ротора которого не равна (в двигательном 
режиме меньше) частоте вращения магнитного поля, создаваемо-
го током обмотки статора. Относительная разница угловых скоро-
стей (частот) поля статора и ротора называется скольжением (обо-
значается буквой s) и определяется равенством:

0 ,I

I

s ω ω
ω
−

=  

где 2
I

f
p

πω =    — угловая скорость поля статора (синхронная угло-

вая скорость), f — частота тока, p — количество пар полюсов элек-
тродвигателя.

При исследовании работы машинных агрегатов, приводя-
щихся в движение асинхронными двигателями, для установления 
связи крутящего момента с величиной скольжения используется 
формула Клосса [14; 15]: 

2
,кр

Д
кр

кр

М
M ss

s s

=
+

 
(2) 

 

	 (2)

здесь Мкр  — максимальный (критический) момент, создаваемый 
двигателем, sкр – критическое скольжение, отвечающее макси-
мальному моменту.

При работе двигателя на участке механической характери-
стики, соответствующем значениям больше критического s ≥ sкр, 
формула Клосса дает большую ошибку. Этот диапазон изменения 
скольжения характерен для переходных процессов и его учет в мо-
дели машинного агрегата чрезвычайно важен для полного анализа 
режимов ее работы. Формула (2) широко используется для иссле-
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дования работы асинхронного двигателя в установившихся режи-
мах, но применять её для исследования переходных процессов не 
корректно. 

При построении моделей машинных агрегатов механиче-
скую характеристику двигателя было предложено получать в виде 
скорректированной формулы Клосса [16] 

3
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2
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I n

крI

Iкр

I

kp кр

М
M H b H

s s
s s

n s
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= − + −
−=

+ −=
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∑
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– функция Хевисайда. 
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 Коэффициенты полинома 
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=

= ∑    определяются из 
следующих граничных условий: 

0 00
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d dω ω ωω

ω ω= == = = =  

Граничные условия позволяют получить систему уравнений 
для определения коэффициентов полинома 
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Коэффициенты полинома определяются равенствами:

0 1 2 32 3

3( ) 2( )
, 0, ,кр П кр П

П
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ω ω
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Преимуществом предлагаемого метода коррекции механиче-
ской характеристики является аналитическое представление, что 
позволяет использовать его в различных моделях машинных агре-
гатов.

Для построения механической характеристики конкретного 
асинхронного двигателя необходимо из его каталожных характе-
ристик выбрать, номинальную мощность P, номинальную часто-
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ту nH, значения кратности максимального момента кр
M

Н

Mk M=    
и кратности пускового момента П

П
Н

Mk M= . . Далее в системе СИ 
определяются номинальный и максимальный крутящий моменты:  

30 , .Н кр M Н
Н

PM M k M
nπ

= =  (4) 

 

	 (4)

Для определения критического скольжения предварительно 
находится номинальное скольжение: 

30 , .Н кр M Н
Н

PM M k M
nπ

= =  (5) 

 

	 (5)

30 60, ,I Н I
Н I

I

n n fs n
n p

ω
π

−
= = =  	 (6)

Критическое скольжение, с учетом хорошего предсказания 
формулы Клосса (2) на участке s ≤ sкр, определяется через номи-
нальное скольжение. Для этого в формулу (2) подставляются но-

минальные значения sH и МH. Тогда 2
.кр

Н
крН

кр Н

М
М ss

s s

=
+

  . Откуда нахо-

дится формула для определения критического скольжения [17]:

2( 1),кр Н M Мs s k k= + −  (7) 

 

	 (7)
В качестве примера выполним процедуры выбора электро-

двигателя и построение его механической характеристики для 
машинного агрегата, представленного на рис. 1, со следующими 
характеристиками:

2 2
1 2

4
12 2

1кг м , 1кг м , 450Н м,
Н м рад2 10 , 15 , 10 , 0,95
рад с

CI I M

с α ω η

= ⋅ = ⋅ = ⋅

⋅
= ⋅ = = =

 .

Мощность двигателя для машинного агрегата с указанными 
характеристиками определяется из уравнения баланса энергии при 
работе агрегата в установившемся режиме:

2 5 .
1000

C Т
MP кВω

η
= =  

Выбираем двигатель АИР132М8 с каталожными данными1:

1  Каталог двигателей. URL: https://samelectric.ru/wp-content/uploads/
downloads/2019/12/setz-air-katalog-220-380-www.samelectric.ru_.pdf. 
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, 750(720)5,5 , 1,9, 2,0.крП
П М

Н Н

Т n
Moб MP кВ k k

мин М М
== = = = =  

По характеристикам двигателя находим синхронную и номи-
нальную частоту вращения 750 720, .I Нn n

oб oб
мин мин

= =  

Определяем количество пар полюсов подключения по частоте 
тока и синхронной угловой скорости 

2 2 60 60 50 4.
750

30
II I

f f fp n n
π π

πω
⋅

= = = = =   

По формулам (4) – (7) определяем номинальный, пусковой и 
максимальные моменты, а также критическое скольжение: 

2

30 72,9 , 1,9 72,9 139 ,

2,0 72,9 146 , ( 1) 0,149.

Н П П Н
Н Н

I Н
кр М Н кр М M

I

P PM Н м M k M Н м
n

n nM k M Н м s k k
n

ω π
= = = ⋅ = = ⋅ = ⋅

−
= = ⋅ = ⋅ = + − =

 

С использованием формулы Клосса (2) и скорректированной 
формулы (3) выполнено построение механической характеристи-
ки двигателя АИР132М8 в координатах ω0, Мдв (рис. 3). Там же 
для подтверждения достоверности предлагаемой коррекции при-
ведены значения момента двигателя, найденные из каталожных 
значений

Рис. 3. Механическая характеристика двигателя АИР132М8  
в координатах ω0, Мдв. По формуле Клосса - пунктирная линия,  

по полиномиальной коррекции - сплошная линия,  
по каталожным данным – точки

4. Имитационная динамическая модель машинного агрегата 
с карданной передачей

Имитационная модель двухмассового машинного агрега-
та представлена программой в пакете компьютерной алгебры 
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Mathcad. Предварительно находится приведенный к выходному 
валу редуктора момент двигателя с использованием соотношения: 

. 1 0 1 0 1 1( ) ( ( )), ( ) ,пр дв ДM uM uω ω ω ω ω ω= =  

где u — передаточное отношение, ω0 — угловая скорость ротора 
электродвигателя.

С учетом значений номинальной угловой скорости ротора 
двигателя и угловой скорости выходного вала 2, находим:

 

2

7,5Нu ω
ω

= = . .

Листинг программы:
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Сравнение результатов расчета по двум динамическим мо-
делям, линейной по параметру λ и нелинейной, показывает суще-
ственное различие поведения системы в установившемся режим 
(рис. 4).

а                                                                          б   

Рис. 4. Угол закручивания промежуточного вала  
и угловые скорости валов 1 и 2 в линейной модели – (а),  

угол закручивания промежуточного вала и угловые скорости валов  
1 и 2 в нелинейной модели – (б)

Как видно из графиков использование линейного приближе-
ния по параметру λ  приводит к неудовлетворительным предска-
заниям работы машинного агрегата в неустановившемся режиме.

Имитационная модель позволяет исследовать влияние пара-
метров машинного агрегата на его работу в пусковом и устано-
вившемся режимах. В частности при заданных параметрах полу-
чен закон изменения угловых скоростей первого и второго вала 
(рис. 5), а также закон изменения крутящего момента в промежу-
точном вале карданной передачи (рис. 6).

Рис. 5. Графики изменения угловых скоростей первого  
(сплошная линия) и второго (пунктирная линия) вала
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Из приведенных графиков видно, что установившийся ре-
жим работы машинного агрегата начинается через 0,4 с после 
включения электродвигателя. Пусковой режим сопровождает-
ся колебаниями с большими амплитудами изменения угловой 
скорости и крутящего момента, которые быстро уменьшаются. 
Неравномерность хода в установившемся режиме составляет 
1,6 %. Крутящий момент на валу карданной передачи в  пу-
сковом режиме 3,5 раза превосходит его среднее значение при 
установившемся режиме, которое изменяется в интервале от 
388H ∙ м до 513 H ∙ м.

Имитационная модель машинного агрегата позволяет оце-
нить нагрузочную способность его электродвигателя. В рассмо-
тренном примере двигатель выбирался с запасом по мощности и 
под номинальную статическую нагрузку на втором валу величи-
ной МС = 450H ∙ м. Рассмотрим ступенчатый закон изменения ста-
тического момента от времени 

МС(t) = МСH(T – t) + kМСH(t – T),

где k  — коэффициент превышения номинальной нагрузки, T  — 
время до изменения нагрузки при работе машинного агрегата, 
H(t) — функция Хевисайда

1 0,
( )

0 0.
при t

H t
при t

≥
=  <

 

На рис. 7 приведены графики изменения угловой скорости 
второго вала при различных коэффициентах перегрузки.

При перегрузке с коэффициентом k = 1,5 машинный агрегат 
продолжает работать в номинальном режиме, а при k = 2,7 пере-
ходит в аварийный режим, угловая скорост снижается с больши-
ми амплитудами колебаний и в момент времент 0,5 с происходит 
остановка машинного агрегата.

Рис. 6. График изменения крутящего момента  
на валу карданной передачи
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Заключение
Создана имитационная модель машинного агрегата, несу-

щего две вращающиеся массы, между которыми расположена 
карданная передача с упругим валом. Динамическая модель пред-
ставлена аналитически системой двух дифференциальных уравне-
ний второго порядка, включающей механическую характеристи-
ку электродвигателя. Используется оригинальная форма записи 
механической характеристики, позволяющая исследовать работу 
машинного агрегата в пусковых, установившихся и аварийных 
режимах. На основе найденного алгоритма получена имитацион-
ная модель машинного агрегата в пакете компьютерной алгебры 
Mathcad. Компьютерные эксперименты с имитационной моделью 
демонстрируют значительные колебания кинематических и си-
ловых параметров динамической системы в период разгона при 
прямом включении электродвигателя. С целью уменьшения неже-
лательных колебаний планируется создание динамической модели 
машинного агрегата с преобразователем частоты для обеспечения 
режима его плавного пуска.

Рис. 7. Графики изменения угловой скорости второго вала  
при различных коэффициентах перегрузки: а) – k = 1,5 , б) – k = 2,7;  

T = 0,4 с 

а                                                                          б   
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