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1. Введение
Программные комплексы, реализующие методы искусствен-

ного интеллекта, в настоящее время используются достаточно ши-
роко в самых разных областях, включая:

– контроль городской среды (движение транспорта, поиск 
людей и др.);

– анализ производственной деятельности;
– и многое другое.
Достаточно перспективным является интеллектуализация 

камеральной обработки данных комплексов панорамной съемки 
автодорожных лабораторий на основании предлагаемых в дан-
ной статье математических методов, основанных на теорети-
ко-множественных моделях эталонов (образцов) и исследуемых 
изображений.

Следует отметить, что методы обработки фотоматериалов, 
использующие нейронные сети [1], на настоящий момент не име-
ют математически рассчитанных оценок алгоритмической слож-
ности, что вносит неопределенность в эффективность их практи-
ческого использования при обработке данных комплексов пано-
рамной съемки автодорожных лабораторий, которые еще и могут 
иметь изменения (искажения) по погодным или другим причинам.

Отметим, что:
1. Обработка данных комплексов панорамной съемки автодо-

рожных лабораторий должна осуществляться методами, имеющи-
ми математическое обоснование их алгоритмической сложности.

2. Эффективность обработки данных комплексов панорам-
ной съемки автодорожных лабораторий в настоящее время не со-
ответствует требованиям нормативной базы, что делает необходи-
мым использование новых алгоритмов, которые имеют математи-
ческое подтверждение их эффективной работы. 

На настоящий момент реализация методов быстрой обработ-
ки больших массивов данных (например, использование банков-
ских карт, поисковые системы Интернета, системы антиплагиата 
и др.) в основном обеспечиваются информационными технологи-
ями BigTable1 и BigData [2]. Рассматриваемые в статье алгоритмы 
могут рассматриваться развитием технологий быстрой обработки 
больших массивов данных, включая и обработку изображений, 
использующую распознавание практически бесконечного числа 
эталонов.

Таким образом, будут рассматриваться следующие вопросы:
1. Алгоритмическая сложность проверки частичной проек-

ции какого-либо эталона в объекты первого плана панорамной 
съемки автодорожных лабораторий.

1  BigTable. URL: http:// ru.wikipedia.org/wiki/BigTable.
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2. Алгоритмическая сложность проверки частичной проек-
ции эталонов в объекты второго и дальнейших планов панорамной 
съемки автодорожных лабораторий.

Будут рассмотрены также:
1. Создание проекта алгоритмов реализации частичного вло-

жения эталонов в объекты первого плана панорамной съемки ав-
тодорожных лабораторий.

2. Создание проекта алгоритмов реализации частичного вло-
жения эталонов в объекты второго и дальнейших плана панорам-
ной съемки автодорожных лабораторий.

Научная новизна статьи в основном заключается в решении 
следующих двух проблем:    

1. Оценка алгоритмической сложности проверки частичной 
проекции какого-либо эталона в объекты первого плана панорам-
ной съемки автодорожных лабораторий.

2. Оценка алгоритмической сложности проверки частичной 
проекции эталонов в объекты второго и дальнейших планов пано-
рамной съемки автодорожных лабораторий.

2. Историческая справка и методики
Работа [3] посвящена обработке изображений, представлен-

ных связными графами (т.е. определена алгоритмическая оцен-
ка нахождения эталонов), представленных связями сегментов 
(окружности) с градусной мерой и сегментами. В работе [4] опре-
делена алгоритмическая оценка нахождения эталонов для специ-
альной версии представления панорамной съемки автодорожных 
лабораторий, где к градусной мере сегментов (окружности) связ-
ного графа дополнены также их протяженностью.

Использование протяженности сегментов делает необходи-
мым использование стандартов (калибровки) эталонов и кадров 
панорамной съемки автодорожных (смотри [5]).      

Данный подход позволяет обрабатывать кадры панорамной 
съемки автодорожных лабораторий при наличии помех по погод-
ным или другим причинам.

В данной статье неполная инъекция эталона в предметы пер-
вого плана определяется удачной (т.е. эталон определен в кадре 
панорамной съемки автодорожных лабораторий), если эта инъек-
ция получилась почти (полное разъяснение определяется далее) 
эквивалентным для специальной области эталона, далее опре-
деляемой, как базис.           

Обращаем внимание, что в настоящей работе (как и в ста-
тье [6]) геометрическая реализация совокупности эталонов на 
плоскости с применением полярной системы координат не станет 
реализовываться до полной строгой (математической) абстракции 
из-за большого объема текста, а очень большие математические 
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построения делают практически невозможным восприятие глав-
ных идей и основных результатов.    

Геометрическая интерпретация сегментов, связей сегментов 
и совокупности эталонов на плоскости будет дана в дальнейшем 
лишь в полуформальных замечаниях.               

В дальнейшем предполагаем, что предметы, представленные 
в кадрах панорамной съемки автодорожных лабораторий, а также 
эталоны, имеют одинаковый масштаб. Далее, предметы, представ-
ленные в кадрах панорамной съемки автодорожных лабораторий, 
не имеют неточностей, определенных объемом объектов (3d).

2.1. Теоретико-множественные модели данных
Объекты изучения [7] будут представляться теоретико-мно-

жественными моделями данных (тмм) [8] вида

PT = < AT, BT, RT, VT, MT; Set, Agt, Met, Ret >,	 (1)

где AT — сегменты; BT — часть AT, далее называемая базисом; 
RT — связи сегментов; VT — допустимые углы или сектора окруж-
ности (например, от 90 до 270 градусов или частей радиана, задан-
ная отрезком целых неотрицательных чисел до D); MT — меры 
протяженности сегментов, (целые неотрицательные числа до E), 
Set: AT → VT, функция определяющая градусы (или доли граду-
сов) сегмента; Agt: AT → MT, функция задающая радианы (или 
доли радиана) угла между сегментами; Met: AT → MT, задающее 
сегменту его длину; предикат Ret соединяет связь сегментов rel с 
соседними сегментами, т.е. Ret — включено в RT x AT x AT. 

Предполагаем, задание эталонов некоторыми тмм

ST1 = < AT1, BT1, RT1, VT1, MT1; Set, Agt, Met, Ret >, 
ST2 = < AT2, BT2, RT2, VT2, MT2; Set, Agt, Met, Ret >, 
…………………………………………………………………	 (2)

STm = < ATm, BTm, RTm, VTm, MTm; Set, Agt, Met, Ret >, 

Анализируемый кадр панорамной съемки автодорожной ла-
боратории PT представлен тмм (1), где совокупность BT (базис) 
является пустым. 

В дальнейшем будем считать, что тмм PT, ST1, ST2, …, STm 
представляют связные графы.

Построим для кадра панорамной съемки автодорожной ла-
боратории универсум YT, имеющий не более nn элементов и не 
более kk связных элементов. Положим, что nn = kk. Кроме того, 
полагаем, что верхняя граница количества элементов в выше опре-
деленных тмм не превосходят n. 

Пусть задана тмм
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YT = < AAT, BBT, RRT, VVT, MMT; Set, Agt, Met, Ret >,	 (3)

где AAT = {aata, k | индексы сегмента a ∈ UT = UT0 ∪ UT1 ∪ … ∪ 
UTn, параметр k имеет значения от 0 до n (причем, если a ∈ UTi, 
то k ≥ i)}; RRT = {rrta, b |a,b ∈ UT}. Детальные определения других 
элементов будут даны ниже. 

Основание индукции. Совокупность 

UT0 = {(vvt, mmt, rrt, d) | vvt ∈ VVT, mmt ∈ MMT, rrt ∈ RRT, d ∈ D},

где mmt — ориентировка сегментов D = {0, 1}.        
Индукционный шаг. Пусть i > 0. 

UTi = {(vvt0 , mmt0 , rrt0 , d0 ), …, (vvti , mmti , rrti , di ) | vvtj ∈ VVT, 
mmtj ∈ MMT, dj ∈ D}.                        

Таким образом

UTi + 1 ={(vvt0,mmt0,rrt0,d0), …, (vvti + 1,mmti + 1,rrti + 1,di + 1 ) | vvtj ∈
 ∈ VVT,mmtj ∈ MMT,dj ∈ D,dj=1}.	 (4)                        

Представленные здесь сегменты из множества BBT = AAT0, 0 
∪ AAT1, 1 ∪ … ∪ AATn, n имеют единичную длину. Сегменты не 
единичной длины собраны в совокупностях AATi, j, где i < j и n ≥ j, 
которые задаются указанным ниже образом                  

AATi,i = {aatα, β | α ∈ UTi , β ∈ UTj ; α = α1 (vvt, mmt, rrt, d),  
β = α (vvt1, mmt1, rrt1, d1) …

α (vvts, mmts, rrts, ds), s = j – I, vvt1 = … = vvts, rrt1 = … = rrts =
= 0, d0 = … = ds = d }	 (5)

Следует отметить, что так заданные сегменты aatα, β имеют 
размер j – i + 1, т.е. Met(aatα, β ) = j – i + 1, сектор окружности сег-
мента aatα, β равен v * (j – i + 1), т.е. Set(aatα, β ) = v * (j – i + 1).

Совокупность сегментов AAT универсума YT (3) в соответ-
ствии с (4) и (5) может быть определена следующей формулой  
AAT = AATi ∪ AATj, где i ≤ j и n ≥ j, одноместные отображения  
Set, Met определены выше.

Для выделения множества связей сегмента RRT изменим 
способ идентификации сегментов из совокупностей AATi, j, сле-
дующим образом, для сегмента длины 1 (случай i = j) заместим 
запись aatα на запись aatα, 1; при k > 1 выражение aatα, β заменим на 
формулу aatα, k.  

Для улучшения читабельности и выполнения ряда других 
важных технологических проблем будем использовать множества 
сегментов AAT0, AAT1, ..., AATn, где AATi = {aatα, k | α ∈ UTi, k = 1, n}.
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Сегменты из множества AATi станут определяться, как ранга 
i. Полученные множества попарно не пересекаются и AAT = AAT0 
∪ AAT1 ∪ … ∪ AATn. Будем использовать и сегменты с аббревиа-
турой AATi, j. 

Определим множество связей сегментов 

RRT = {rrtα, β | α = aatα1 , β = aatα2}, α1 = β(vvt1, mmt1, rrt1, d1),
α2 = β(vvt2, mmt2, rrt2, d2)}.	 (6)

Таким образом, получаем: Ret (rrta1, a2, a1, a2), Agt (rra1, a2) = 
= r1 – r2.

Это завершает полное построение универсума YT (3) .

3. Основные доказанные положения
Утверждение 1. [6] Любая тмм вида (1), имеющая не более 

n сегментов и связей сегментов может быть изоморфно вложена в 
универсум YT (3).

Доказательство следует из генерации универсума YT (3) по 
ранее построенным конструкциям (4), (5) и (6).

Пусть даны вложения тмм

ξ1 : ST1 → YT, ξ2 : ST2 → YT, …, ξm : STm → YT,

которые являются эквивалентными отображения, реализация ко-
торых возможна по утверждению 1, причем образы каких-то сег-
ментов эталонов ST1, ST2 , …, STm принадлежат множествам сег-
ментов 0-го ранга AAT0, таким образом

ξ1 (ST1) ⋂ AAT0 ≠ ∅, ξ2 (ST2) ⋂ AAT0 ≠ ∅, …, ξm (STm) ⋂ AAT0 ≠ ∅	 (7)

Предположим, что множество сегментов кадра панорамной 
съемки автодорожной лаборатории PT (3) имеет форму AAT = 
= {at1, at2, … , atw } и Ψ1 : PT → YT, Ψ2 : PT → YT, …, Ψw : PT → YT, 
эквивалентные инъекции, где сегменты at1, at2, … , atw вкладыва-
ются в множество сегментов 0-го ранга AAT0, таким образом 

Ψ1(at1) ∈ AAT0, Ψ2(at2) ∈ AAT0, …, Ψw(atw) ∈ AAT0	 (8)  

Введем множества ∑T частичных инъективных отображений 

∑T = {ξm | ξm : STi → PT, ξm0 : STi → YT, (Ψj)–1 : YT → PT}	 (9)        

Утверждение 2. [7] Пусть Θ эквивалентное отображение этало-
на STi в изображение PT (1). Тогда в совокупности ∑T (9) существует 
отображение ξm такое, что для любого сегмента at ∈ STi выполнено

ξm (at) = Ψj (at). Что означает: все эквивалентные отображения 
эталонов STi в изображение PT (1) представлены в совокупности ∑T.



137

 System Analysis & Mathematical Modeling. 2023. Т. 5, № 2

Доказательство будем вести в предположении, что любой 
сегмент может быть единственным образом изоморфно вложен в 
AAT0. Пусть ξm0 : STi → YT изоморфное вложение, существование 
которого обеспечивает утверждение 1, причем сегмент at ∈ STi 
такой, что Ψj (at) = b и b ∈ AAT0. Пусть Ψj (at) = c, где c ∈ PT (1). 

Пусть построенная по конструкциям (7) и (8) эквивалентная 
инъекция ξj : PT → YT такая, что ξj(c) = b. В этом случае суперпо-
зиция ξm0 : STi → YT, (Ψj )–1 : YT → PT аналогична эпиморфизму ξj 
по построению схематического плана YT по конструкциям (4–6). 
Что и требовалось доказать. 

Неопределенную полностью функцию ξm образования ∑T 
определим, как отображение STi в кадр панорамной съемки авто-
дорожной лаборатории PT (1) с возможной деформацией, если  
ξm на базисе BBTi является изоморфным вложением. 

В силу доказанного выше и индукционного формирования 
∑T получаем

Теорема 1. Пусть ξ неопределенный полностью гомомор-
физм STi в кадр панорамной съемки автодорожной лаборатории 
PT (1) с возможной деформацией. В этом случае для ∑T суще-
ствует отображение ξ такое, что для любого сегмента at ∈ STi вы-
полнено ξm (at) = Ψj (at). В этом случае все частичные вложения 
эталонов STi в кадр панорамной съемки автодорожной лаборато-
рии PT (1) с допустимым искажением представлены в совокуп-
ности ∑T.     

Из построений и доказательства утверждения 2, и форму-
лировок теоремы 1 следует

Утверждение 3. [6] Сложность поиска эталонов перво-
го плана имеет верхнюю границу сложности не превышающую 
O(w2 + t ∗ w + m), где w — количество сегментов (t — количество 
связей сегментов) изображения PT (1), m — количество эталонов.                             

Полученные результаты можно определить следующей фор-
мулой, задающей границу объема вычислений

O(2 * n2 + m).	 (10)

Теорема 2. Граница объема вычислений алгоритма при воз-
никновении отклонений (помех) не более O(2*w 2 + t ∗ w + m ), где 
все параметры соответствуют предыдущему утверждению.

Доказательство аналогично предыдущему при учете вло-
жения всего множества сегментов базиса.

Полученные результаты можно определить следующей фор-
мулой, задающей границу объема вычислений при наличии изме-
нений кадра панорамной съемки автодорожной лаборатории  

O(2 * n3 + m).	 (11)
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Перейдем к вопросу оценки сложности поиска в кадре пано-
рамной съемки автодорожной лаборатории PT (1) эталонов более 
дальних планов. 

Положим ∑ = ∑1 ∪ ∑2, где ∑1 = {ξ1, ξ2, …, ξh } — все эпимор-
фные морфизмы, а  

∑2 = {Θ1 , Θ2 , …, Θr } — частичные эпиморфные морфизмы. 
Пусть задано 𝝌 = PT → YT и композиции частичных морфиз-

мов {Θ1, Θ2, …, Θr } и выше заданного функционала 𝝌 расширены 
до полных копий совокупности сегментов AAT0, AAT1, ..., AATn 
из ранее определенных ST1, ST2, …, STm. Будем считать, что ча-
стичный морфизм Θi : ST1 → PT и AATj = {at1, at2, … , atw } эталон 
суперпозиции Θi и 𝝌. Тогда AATj = AATj1 ∪ AATj2 , где AATj2 = {bt1, 
bt2, … , btl } сегменты не имеющие прообразов.    

Утверждение 4. [6] Объем вычислений определения эле-
ментов не 1-ых планов с точностью до некоторой константы со-
поставим с O(n + Ψ ∗ n ∗ m ), где Ψ — константа, определенная 
выше, аналогично, параметры n и m также строго заданы ранее.

Доказательство. Объем вычислений алгоритма создания 
AATj2 = {bt1, bt2, … , btl } линейно зависит от параметра n. Объеди-
ненная мощность всех элементов AATj2 = {bt1, bt2, … , btl } линейно 
зависит от произведения n* m. 

Пусть Ψ — постоянная, определяющая объем алгоритма 
определения нахождения элементов  

AATj2 = {bt1, bt2, … , btl } в составе отображений эталонов, то 
O(n + Ψ ∗ n ∗ m ) верхняя граница сложности и утверждение доказано.              

Теорема 3. Объем вычислений определения элементов не  
1-ых планов с изменениями сопоставим с точностью до некото-
рой константы с O(3*n + Ψ ∗ n ∗ m), где Ψ — константа, заданная 
выше, аналогично, параметры  n и m также строго заданы ранее.

Доказательство следует из утверждения 4 и объема вы-
числений определения отождествления (вложения) элементов ба-
зиса, число которых не превышает n.   

Утверждение 4 и теорема 3 решают в целом проблему 
оценки объема вычислений определения отождествления (вложе-
ния) в анализируемом кадре панорамной съемки автодорожной 
лаборатории элементов не 1-ых планов, если учитывать, что при 
переходе к произвольному плану, объединение совокупностей 
AATj2 = {bt1, bt2, … , btl } не увеличивается, что и отражает 

Утверждение 5. [6] Объем вычислений определения эле-
ментов не 1-ых планов не более 

O(2 * n2 + m + n + (Ψ ∗ n ∗ m) * n)	 (11) 

где Ψ — константа, заданная выше, аналогично, параметры n и m 
также строго заданы ранее.
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Доказательство. Формула O(2 * n2 + m) следует из 
утверждения 1. 

Формула O(n) следует из утверждения 3. 
Формула O((Ψ ∗ n ∗ m) * n) определяется объемом вычисле-

ний для проверок нахождения элементов AATj2 = {bt1, bt2, … , btl } в 
∑ = ∑1 ∪ ∑2 ∪ … ∪ ∑i (утверждение 3). 

Сумма трех полученных формул доказывает данное утверж-
дение. //-------------------              

Теорема 4. Объем вычислений определения элементов с из-
менениями не 1-ых планов не более

O(2 * n3 + m + n + (Ψ ∗ n ∗ m) * n),	  (12)

где Ψ — константа, заданная выше, аналогично, параметры  n и m 
также строго определены ранее.

Доказательство следует из утверждения 5 и объема вы-
числений определения отождествления (вложения) элементов ба-
зиса, число которых не превышает n. 

Заключение
1. Следует отметить, что повышение алгоритмической слож-

ности линейное (в сравнении со статьей [6]), но оно может быть 
скомпенсировано ускорением переборов, например, методами, 
рассмотренными в статье [9], где приведены примеры эффектив-
ного решения NP-трудных задач [10–12]. 

2. Оценки объема вычислений, полученные в теореме 4, 
показывают, что программное обеспечение, разработанное на 
основе предложенного подхода, способно с достаточной скоро-
стью решать задачу анализа видеорядов передвижных дорож-
ных лабораторий.
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