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Новые результаты эпидемических моделей  
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Аннотация. Рассмотрены новые результаты эпидемических моделей, 
применяемых для исследования эпидемии COVID-19. В интегро-дифферен-
циальной модели предложен способ получения ядра для интегрального опе-
ратора. Из анализа статистики госпитализаций определена статистическая 
кривая для количества выздоровевших пациентов в зависимости от дли-
тельности лечения. Предложены гауссовская и лоренцевская (в физической 
терминологии) аппроксимации статистической кривой. Методом наимень-
ших квадратов определены коэффициенты аппроксимаций. Лоренцевская 
аппроксимация как наилучшая использована для получения аналитического 
выражения для ядра интегрального оператора в интегро-дифференциальной 
модели. Предложено сдвинуть аппроксимирующую кривую на величину 
длительности скрытого инкубационного периода заболевания. Показано, 
что ядро интегрального оператора может быть определено с использованием 
неполных статистических данных.

Для дифференциальной модели эпидемии с источником инфекции 
продолжена реализация подхода, основанного на решении обратной задачи 
для определения источника и прямой задачи с найденным источником для 
сравнения со статистикой заболевания по городу Москве за 796 дней эпиде-
мии. Указанный подход использован для изучения летальности эпидемии, 
получения параметрического графика, описывающего эпидемические волны 
и вычисления коэффициента воспроизводства вируса, позволяющего анали-
зировать степень развития эпидемии и необходимость введения или осла-
бления санитарных норм.
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Введение
Пандемия коронавирусной инфекции активизировала ис-

следования эпидемических моделей. На раннем этапе эпидемии 
(2020 г.) население России испытало шок от летальности эпиде-
мии и санитарных мер, введенных Российским эпидемическим 
надзором. Были отменены массовые мероприятия, закрыты уве-
селительные заведения и предприятия общественного питания, 
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ВУЗы и школы переведены на дистанционное обучение, старшему 
поколению было запрещено выходить из дома. В общественных 
местах все обязаны были носить медицинские маски. Были нало-
жены ограничения на перемещения общественным транспортом. 
Был также введен ряд других мер.

Исследователи, которые занимались эпидемической теори-
ей, прежде всего, обратились к известным моделям эпидемиче-
ской кинетики SIR, SEIR, SEIRV [1; 2] и другим. Здесь речь идет о 
группах здоровых восприимчивых к инфекции членов популяции 
(S), заразившихся, но находящихся в скрытом инкубационном пе-
риоде (E), инфицированных, которые могут быть диагностирова-
ны (I), выздоровевших и приобретших иммунитет (R), вакцини-
рованных (V), и других. Исследования эпидемий продолжаются 
уже более 100 лет [3–8]. Сразу выяснилось, что известные модели 
не соответствуют динамике эпидемии COVID-19. П.А. Головин-
ским были предложены улучшения теории, связанные с наличи-
ем длительного инкубационного периода вирусной инфекции и 
перетекания заболевания между населенными пунктами с обще-
ственным транспортом [9]. С.А.  Триггером с соавторами были 
рассмотрены дискретные модели развития эпидемии для больших 
регионов [10]. А.В.  Боровским была рассмотрена аналитическая 
модель эпидемии с запаздыванием и стационарным источником 
инфекции [11]. А.В. Боровским и А.Л. Галкиным в [12] была пред-
ложена концепция квазистационарной эпидемии. Авторы изуча-
ли развитие первой волны эпидемии в городе Иркутске на основе 
нелинейной дифференциальной модели (ДМ) с запаздыванием и 
стационарным источником. Введение санитарных мер в модель 
приводило к подавлению эпидемической волны и переходу эпи-
демии примерно через 100 дней в квазистационарный режим про-
текании, который мог продолжаться неопределенно долго. В ра-
боте [13] тех же авторов был предложен подход, основанный на 
решении обратной задачи для ДМ с запаздыванием, из которой 
находился квазистационарный источник инфекции, и затем пря-
мой задачи ДМ с запаздыванием, куда подставлялся найденный 
источник. Указанный подход в эпидемической теории будем на-
зывать «обратная и прямая задача в дифференциальной модели» 
или ОПЗДМ. Результаты решения достаточно точно совпали со 
статистикой по городу Москве за 539 дней эпидемии. В работе 
[14] авторы сформулировали интегро-дифференциальную модель 
(ИДМ), с внутренне присущим такой модели запаздыванием, и по-
лучили аналитическую формулу для скорости заражения граждан 
в поликлиниках.

Работы по моделированию эпидемий делятся на два типа. В 
первом [15] используется эпидемическая кинетика, применимая 
к населенному пункту или региону. В [16; 17] изучены модели 
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COVID-19 с 6 разновидностями популяции (SEIARD и SEIAHR). 
В [18] представлена модель с вакцинацией населения (SVEAIR).

Второй подход [19] описывает пространственное распро-
странение эпидемии. Математическая модель эпидемии гриппа 
Барояна-Рвачева [20; 21] классифицируется как эпидемическая 
динамика, поскольку она может описывать волнообразное распро-
странение эпидемии между городами при учете пассажиропотока 
(модель аналогична уравнениям гидродинамики). Все указанные 
модели [15–18] не принимают во внимание квазистационарный 
источник заражения, на необходимость учета которого впервые 
указано в [11; 12]. Только в этом случае можно построить адек-
ватные эпидемические модели, описывающие продолжительное 
течение эпидемии и совпадающие с реальной статистикой.

Целью данной работы является рассмотрение важного аспек-
та построения ИДМ с запаздыванием, а именно определение мате-
матического выражения для ядра интегрального оператора. 

Также представим сравнение со статистикой эпидемии 
COVID-19 по городу Москве за 796 дней расчетов в рамках подхо-
да ОПЗДМ. Расчеты использованы для изучения летальности ви-
руса, волн эпидемии и динамики коэффициента воспроизводства 
вируса 

Основные уравнения ИДМ и ДМ с запаздыванием  
для эпидемии COVID-19

В модели эпидемической кинетики рассматривается разви-
тие во времени эпидемии вирусной инфекции в населенном пун-
кте, численность  которого составляет N0. Популяция населенного 
пункта делится на 4 категории: N1 восприимчивые члены популя-
ции, т.е. не болевшие и не обладающие иммунитетом; N2 инфици-
рованные члены популяции; N3 выздоровевшие (переболевшие и 
вакцинированные) члены популяции; N4 члены популяции, попав-
шие в летальную группу  за все время эпидемии.

Для замкнутой популяции выполняется закон сохранения 
численности населения

� Ni =
4

i = 1

N0.   	 (1)

Для выполнения (1) необходимо, чтобы естественная рожда-
емость была равна естественной смертности населения, а скорость 
выезда населения равна скорости приезда в населенный пункт. 
Например, численность города Иркутска сохраняется на посто-
янном уровне уже 30 лет. К тому же время развития эпидемии 
T ~ 2–3 года существенно меньше времени миграционных процес-
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сов для населенных пунктов типа среднего города. Все указанные 
выше величины зависят от времени Ni(t).

Для описания эпидемии COVID-19 удобно применить  «пе-
ременные глобальной статистики»1, которыми называют числен-
ность заразившихся N–(t), выздоровевших N+(t) и летальную груп-
пу Nл(t) членов популяции с момента начала эпидемии. Величины 
N+(t) и Nл(t) совпадают с N3(t) и N4(t) в модели эпидемической ки-
нетики.

Переменная глобальной статистики заражений N–(t) связана 
с параметрами эпидемической кинетики следующим образом

N1(t) + N–(t) = N0.	 (2)

Отсюда получим

N–(t) = N2(t) + N3(t) + N4(t).	 (3)

Видим, что количество инфицированных лиц может быть 
выражено через переменные глобальной статистики

N2(t) = N–(t) – N+(t) – Nл(t).	 (4)

В работах авторов [13; 14] была сформулирована инте-
гро-дифференциальная модель эпидемической кинетики для на-
селенного пункта с постоянно действующим источником зараже-
ния. В модели использовались переменные глобальной статистики  
N–(t), N+(t), Nл(t)

dN–(t)
dt

 = k– � �
dN–(t')

dt'
K(t – t')dt'

t

t - τ

 + γ1 �
dN–(t')

dt'
K(t – t')dt'

t - τ

0

�  + А, 

dN+(t)
dt

 = k+N2(t), 

dNл(t)
dt

 = kлN2(t – τ),                                                      

N1(t) + N–(t) = N0,

N–(t) = N2(t) + N+(t) + Nл(t).	 (5)

Если продифференцировать пятое уравнение, то можно по-
лучить следующее соотношение для эпидемических скоростей

1  URL: https://datalens.yandex/7o7is1q6ikh23?tab=X1&utm_source=cbregio
n&state=8f8de434378.
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dN2(t)
dt

 = 
dN–(t)

dt
 – 

dN+(t)
dt

 – 
dNл(t)

dt
, 

В системе уравнений (5) коэффициенты k–, k+, kл имеют раз-
мерность частоты, т.е. обратного времени, которое измеряется в 
сутках. Все данные в эпидемической статистике представлены в 
расчете за одни сутки. Численность различных категорий популя-
ции размерности не имеет. Коэффициент γ1 характеризует долю 
бессимптомно болеющих людей в общем количестве заразивших-
ся. Время τ равно длительности скрытого инкубационного перио-
да заболевания. Ядро интегрального оператора K(t – t') описывает 
уменьшение количества заразившихся в день t' граждан по проше-
ствии t – t' дней, т.е. ко дню t. Количество заразившихся в конкрет-
ный день граждан со временем уменьшается из-за естественного 
выздоровления части граждан.

Величина А представляет собой скорость квазистационар-
ных постоянно действующих источников заражения. Величина 
А может медленно изменяться. Однако время такого изменения 
существенно больше обратных частот, присутствующих в модели 
и времени скрытого инкубационного периода развития инфекции

T ≫ k–
–1, k+

–1, kл
–1, τ. 	 (6)

Дальнейшая модификация системы уравнений (5) предпола-
гает неизменность ядра интегрального оператора

K(t – t') = 1,	 (7)

что позволяет перейти к следующей системе дифференциальных 
уравнений эпидемической кинетики с запаздыванием 

dN–(t)
dt

 = k– �N–(t) – �1 – γ1�N–(t – τ)�  + А, 

dN2(t)
dt

 = k– �N–(t) – �1 – γ1�N–(t – τ)� – k+N2(t) – kлN2(t – τ) + А, 

dN+(t)
dt

 = k+N2(t), 

dNл(t)
dt

 = kлN2(t – τ), 

N1(t) + N–(t) = N0

N–(t) = N2(t) + N+(t) + Nл(t)	 (8)
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Решения системы уравнений (8) для города Иркутска были 
получены в работах [11; 13]. 

Квазистационарный источник инфекции A обращается в 
ноль при наложении полного карантина на популяцию N0. В Рос-
сии в период эпидемии COVID-19 карантин не вводился. Граж-
дане относительно свободно перемещались между населенными 
пунктами. Поэтому в каждом населенном пункте источник инфек-
ции A был отличен от нуля.

Ниже рассмотрим подробнее способ получения аналитиче-
ского выражения для ядра интегрального оператора K(t) на основе 
статистических данных, любезно предоставленных Иркутской об-
ластной клинической больницей (ИОКБ).

Способ определения ядра интегрального оператора K(t)
Рассмотрим выборку из n0 заболевших.  Рассмотрим течение 

заболевания в днях. Пусть dn+ число выздоровлений в день t. Тогда 
скорость выздоровления заболевших из выборки n0 будет равна 

dn+

dt
 = f(t). 	 (9)

Получим тогда для количества выздоровевших людей выра-
жение

 dn+ = f(t)dt → n+(t) = � f(t')dt
t

0

'. 

Для количества оставшихся зараженных людей

n2(t) = n0 – n+(t) = n0 – � f(t')dt'
t

0

 = n0 �1 – �
f(t')
n0

dt'
t

0

� . 

Обозначим

n2(t) = n0K(t) → K(t) = 1 – � κ(t')dt'
t

0

, κ(t) = 
f(t)
n0

. 	 (10)

Функция K(t) описывает уменьшение количества заболев-
ших людей со временем. Интеграл нормирован на единицу

� κ(t)dt
∞

0

 = 1.  	 (11)

F(
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Функция K(t) меняется от 1 до 0 при изменении t от 0 до ∞. 
Функцию κ(t) определим из анализа статистики госпитализаций с 
диагнозом COVID-19.

На рис.1 представлена статистика выписки пациентов по 
городу Иркутску за 2020–2021гг. в зависимости от времени 
госпитализации. По горизонтальной оси отложено количество 
дней госпитализации. По вертикальной оси число выписанных 
пациентов.

Рассмотрим различные варианты аппроксимации статистики 
на рис.1.

Аппроксимация гауссовой функцией 

 f(t) = b1 ∙ exp �– �
t – c1

d1
�

2
� .   	 (12)

Подбор коэффициентов b1, c1, d1, по методу наименьших 
квадратов дает следующие значения коэффициентов b1 = 7618,61,  
c1 = 11,4359, d1 = 6,7879.

Набор коэффициентов одинаков для полной статистики и 
для усеченной до t = 45 дней. Далекое крыло статистики не влияет 
на аппроксимацию.

Статистика и ее аппроксимация функцией (12) представлены 
на рис.2.

Рис. 1. Количество выздоровевших за определенный период
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Аппроксимация лоренцевой функцией

 f(t) = 
b2

1 + �t – c2

d2
�

2 .     	 (13)

У математиков такую функцию называют распределени-
ем типа Коши. У физиков принято название лоренцева функция 
или распределение. В (13) коэффициент c2 соответствует поло-
жению максимума функции на оси абсцисс, коэффициент d2 ра-
вен  полуширине распределения на полувысоте, коэффициент b2 
соответствует максимальному значению функции. Подбор ко-
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Рис. 2. Аппроксимация статистики гауссовой функцией  
(сплошная линия)
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эффициентов b2, c2, d2 по методу наименьших квадратов приво-
дит к следующим числовым значениям b2 = 8652,67, c2 = 11.478,  
d2 = 4,35778. Сравнение лоренцевской аппроксимации со стати-
стикой представлено на рис. 3.
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Рис. 3. Аппроксимация статистики госпитализаций  
лоренцевой функцией
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Расчет средне-квадратичного уклонения (число отсчетов  
j = 85) проводится по формуле

 ρ = �
1
j � �fэксп, i – fаппр, i�

2
j

i = 1

.   	 (14)
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1. Для аппроксимиации (12) ρ = 488,176 или по отношению к 
максимальному значению 8 728 составляет  0,0559 (5,6 %).

2. Для аппроксимации (13) ρ = 286,524 или по отношению к 
максимальному значению 8 728 составляет 0,0328 (3,3 %).

Таким образом, лоренцевская аппроксимация лучше прибли-
жает статистические данные.

Вычисление ядра интегрального оператора K(t)
Возьмем в качестве f(t) лоренцевскую аппроксимацию (13). 

Тогда все интегралы в формуле (10) вычисляются в аналитическом 
виде. В результате получим следующее выражение для ядра

 K(t)=
1 – 2

π
arctg �t – c

d
�

1 + 2
π

arctg �c
d
�

.     	 (15)

Отметим, что выражение (15) зависит только от двух пара-
метров лоренцевского распределения c и d. График функции (15) 
представлен на рис. 4.

10 20 30 40 50 60 70
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

K

Рис. 4. График для ядра интегрального оператора  
в ИДМ для COVID-19

При рассмотрении лоренцевской аппроксимации на Рис.3 
становится понятно, что аппроксимирующая кривая вместе со ста-
тистическими данными сдвинуты влево и у них обрезано левое 
крыло. В самом деле, вирусная инфекция обладает скрытым инку-
бационным периодом развития, когда болезнь еще не идентифи-
цируется, а человек уже заражен. В этот период человек находится 
на работе или дома и уже распространяет вокруг себя инфекцию. 
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Сдвинуть вправо статистические данные нет возможности в силу 
их отсутствия. Однако, лоренцевскую аппроксимацию сдвинуть 
вправо не представляет труда. Для этого нужно увеличить число c 
на время инкубации вируса

c = 11,478 + τ = 18,478.

График для функции K(t) с указанным значением числа c 
(для вируса δ) представлен на рис. 5.
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Решение обратной и прямой задач эпидемической кинетики 
для города Москвы

Аналог системы дифференциальных уравнений (8) ранее 
[13] применялся для анализа статистики Москвы по заболеванию 
вирусной инфекцией COVID-19 за 539 дней с 1 марта 2020 г. Ре-
зультаты обработки статистики Москвы за 796 дней (по 16.05.22) 
впервые публикуются ниже. Авторы сокращенно называют ука-
занный подход — «обратная и прямая задачи дифференциального 
метода» или сокращенно — ОПЗДМ.

Основная проблема построения теории эпидемии COVID-19 
заключается в отсутствии статистики по источнику квазистацио-
нарного заражения, который в моделях (5) и (8) обозначен буквой 
А. Не изучены виды и нет данных по величинам такого источника 
для городов РФ, в том числе для Москвы. Поэтому, авторы ранее 
предложили находить источник, решая обратную задачу для си-
стемы типа (8). Затем подставлять найденный источник в систему 
(8) и решать прямую задачу. Сделать выводы о видах квазиста-
ционарного заражения в рамках такого подхода невозможно. Но 

Рис. 5. График K(t) для значения c = 18,478 
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величина источника может быть установлена достаточно точно. 
Это подтверждает сравнение со статистикой по городу Москве, 
представленное на рис. 6.
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Черная кривая — статистика суточных приращений заболев-
ших, красная кривая — источник, как решение обратной задачи, 
синяя кривая  — решение прямой задачи с источником. Следует 
отметить, что с некоторого момента в статистику включались ре-
зультаты отрицательных ПЦР-тестов, в случае их не подтвержде-
ния корректировка по числу выздоровевших не производилась.

Подход ОПЗДМ позволяет достаточно просто провести тео-
ретический расчет летальности эпидемии, рис. 7. Для теоретиче-
ской кривой N2(t), описывающей количество инфицированных в 
данный момент времени (сплошная кривая), для kл = 1/200 рассчи-
тан летальный исход Nл(t) (точки). Вертикальная прямая t = 539 — 
граница предыдущего этапа обработки. Пунктирная кривая опи-
сывает интегральную летальность с момента начала эпидемии.

Рис. 6. Сравнение со статистикой заболевания COVID-19  
по городу Москве за 796 дней эпидемии в рамках подхода ОПЗДМ

Рис. 7. Число инфицированных (сплошная кривая), Интегральная  
летальность (точки) по городу Москве за 796 дней эпидемии.
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Если исходить из годовой смертности в Москве в докорона-
вирусное время в 120 000, то избыточная смертность составляет 
за 539 дней 107  890. Взяв пропорцию, найдем годовой прирост 
смертности из-за коронавирусной инфекции 

107 890 ∙ 
365
539

120 000
 = 0,61 

и за 796 дней
202 100 ∙ 

365
796

120 000
 = 0,77. 

Здесь не проводилась медицинская верификация коэффици-
ента kл. Данные расчетов избыточной смертности могут корректи-
роваться в сторону уменьшения путем дальнейшего уменьшения 
коэффициента kл = 1/200, что практически не влияет на расчет чис-
ла инфицированных.

На рис. 8 представлен параметрический график зависимости 
числа инфицированных от величины источника (расчет, проведен-
ный ранее  —красный).  Каждая очередная эпидемическая волна 
описывается витком спирали. По мере завершения очередной вол-
ны спираль приближается к 0.
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Процесс развития эпидемии часто описывается с использо-
ванием коэффициента воспроизводства вируса. Скорость распро-
странения (размножения) вируса 

 R(t) = 
1

N2(t)
dN–(t)

dt
τ+.    —	 (16)

это показатель, который определяет среднее число людей, инфи-
цированных одним пациентом до его изоляции (или выздоровле-

Рис. 8. Параметрический график  числа инфицированных N2  
от величины источника A.
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365
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ния). Он рассчитывается на основе данных о выявленных новых 
случаях за последние τ+ дней. Коэффициент распространения ви-
руса используется для принятия решений о переходе к следующе-
му этапу снятия ограничений. Здесь N2(t) − количество инфици-

рованных лиц, dN–(t)
dt

  — частота заражений в день t, τ+ − время 

выздоровления инфицированного человека, а N–(t) - глобальный 
статистический параметр (количество случаев заражения с момен-
та начала эпидемии.

На рис. 9 показан временной ход коэффициента воспроиз-
водства вируса на основе статистических данных по городу Мо-
скве и значения τ+ = 15 дней.

График указывает на очевидное ослабление инфекции по 
сравнению с первой волной вируса, а также на переход эпидемии 
в квазистационарный режим, при котором R(t) ≅ 1 .
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Выводы
В работе рассмотрена интегро-дифференциальная модель (5) 

эпидемии COVID-19. Ранее для практического использования этой 
модели мешало отсутствие выражения или числовых данных для 
ядра интегрального оператора K(t). Ядро заменялось единицей, а 
модель редуцировалась к системе дифференциальных уравнений 
эпидемической кинетики (8) с запаздыванием и квазистационар-
ным источником. В данной работе проведено исследование, кото-
рое позволило получить выражение для ядра интегрального опера-
тора. На основе данных по госпитализации больных с COVID-19 
построена статистическая выборка количества выздоровевших в 
зависимости от длительности госпитализации, (рис.1). Выборка 
аппроксимирована гауссовой и лоренцевой функциями с тремя па-
раметрами. При помощи метода наименьших квадратов найдены с 
высокой точностью значения параметров. Вычислены средне-ква-
дратичные отклонения аппроксимирующих кривых от статистиче-
ских данных. Показано, что лучшими характеристиками обладает 

Рис. 9. Коэффициент воспроизводства вируса на примере Москвы  
за 796 дней эпидемии
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лоренцевская аппроксимация, для которой средне-квадратичное 
отклонение не превышает 3,3  %. Для гауссовской аппроксима-
ции — 5,6 %. Лоренцевская аппроксимация использована для ана-
литического вычисления ядра интегрального оператора в ИДМ. 
Для ядра получено выражение (15), (см. рис. 4). Авторы предла-
гают также сдвинуть лоренцевскую аппроксимацию на величину 
длительности инкубационного периода заболевания, чтобы полу-
чить более реалистичное ядро интегрального оператора с момента 
начального заражения больных, (рис. 5). В самом деле, в больницы 
попадают пациенты, которые приобрели инфекцию не в день го-
спитализации, а несколькими днями раньше. 

Интересно отметить, что выражение (15) для ядра интеграль-
ного оператора в модели ИДМ (5) зависит только от двух параме-
тров лоренцевской аппроксимации c и d и не зависит от параметра 
b. Параметры c и d описывают положение максимума распределе-
ния и его полуширину на полувысоте. Параметр b описывает абсо-
лютное значение максимума распределения. Независимость ядра от 
абсолютных значений лоренцевской аппроксимации означает, что 
выражение для ядра может быть получено с использованием непол-
ной статистики госпитализаций. Достаточно использовать отдель-
ную выборку, скажем данные для одной инфекционной больницы.

В работе представлены также численные расчеты эпидеми-
ческой кривой для города Москвы за 796 дней эпидемии на ос-
нове подхода ОПЗДМ с запаздыванием и квазистационарным 
источником. Теоретическая кривая совпадает со статистически-
ми данными с точностью 6–7 %. В данном подходе нельзя ничего 
сказать о видах квазистационарного источника заражения, однако 
его суммарная величина получается с достаточной точностью, что 
доказывают прямые расчеты с переменным квазистационарным 
источником. Модель позволяет получить теоретические кривые 
эпидемии в динамике, аппроксимирующие глобальную статисти-
ку с достаточной для практических применений точностью. Эти 
кривые могут быть использованы для изучения различных задач, 
связанных с протеканием эпидемии. В работе дополнительно из-
учена летальность эпидемии, эпидемические волны с использова-
нием параметрических графиков, и динамика коэффициента вос-
производства вируса. Исследование впервые проведено в масшта-
бе 796 дней для города Москвы.
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