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Семейство дискретных распределений  
с бесконечными моментами

Аннотация. В теории вероятностей выделяют законы распределения слу-
чайных величин, у которых моменты расходятся к бесконечности. Такие распре-
деления важны для понимания особенностей распределений вероятностей, кроме 
этого, они находят практическое применение при исследовании процедур оцени-
вания. Известны и хорошо изучены непрерывные распределения с бесконечными 
моментами. В работе предлагается семейство распределения дискретных случай-
ных величин, у которых не существуют моменты, начиная с некоторого порядка. 
Распределения дополнены параметром, линейно влияющим на математическое 
ожидание. Предложен способ вычисления моментов распределения. Определена 
производящая функция закона распределения вероятностей.
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Распределения вероятностей случайных величин с бесконеч-
ными моментами старших порядков находят применение в мате-
матической статистике. Известны и широко применяются непре-
рывные случайные величины с такими свойствами. В данной ра-
боте предлагаются аналогичные дискретные случайные величины.
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Количество различных распределений вероятностей бес-
конечно велико. Однако, в научных исследованиях применяется 
ограниченное число законов распределения вероятностей. Это 
связано с наиболее распространенными ситуациями, для описания 
которых и применяются известные распределения [1, с. 159–207]. 
Например, бернуллиевская схема испытаний, в которой исхода-
ми являются «успех» или «неудача», породила много дискретных 
распределений: биномиальное, геометрическое, Пуассона и дру-
гие [2, с. 163–185]. Схемы экспериментов являются основой для 
практического применения теории вероятностей и объясняют 
применение относительно небольшого количество распределе-
ний, применяемых для решения практических задач. Кроме этого, 
схемы экспериментов порождают связи между распределениями 
вероятностей1. 

Еще одним источником широко распространенных распре-
делений являются устойчивые распределения  — распределения, 
полученные как пределы преобразования последовательностей 
случайных величин — так называемая сходимость по вероятности. 
Именно таким является нормальное распределение, описывающее 
поведение средних значений большого количества наблюдений.

Примечательным является связь законов распределения ве-
роятностей с числовыми характеристиками. Характеристические 
функции, с одной стороны, определяют ряд моментов, с другой — 
определяются таким рядом. Исключениями являются распреде-
ления с бесконечными значениями моментов. Оценки моментов 
таких распределений не обладают статистической устойчивостью.

В теории вероятностей рассматривается ряд непрерывных 
распределений с бесконечными математическими ожиданиями 
или моментами более высоких порядков [1]. Одним из самых из-
вестных таких распределений является распределение Коши с 
плотностью 

 f(x) = 
1

πγ �1 + �x – x0
γ �

2
�

. 

Другим примером может служить распределение Стьюдента 
с плотностью

 f(x) = 
Γ �n + 1

2 �

√nπΓ �n
2� �1 + x2

n �
n + 1

2
. 

1  Univariate Distribution Relationships. URL:http://www.math.wm.edu/~l-
eemis/chart/UDR/UDR.html.
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У распределения Стьюдента с параметром n отсутствуют мо-
менты порядка k ≥ n. Аналогичным свойством обладает распреде-
ление Парето

 f(x) = 
ncn + 1

xn x ≥ c,  

у которого отсутствуют моменты порядка k ≥ n. 
Можно предложить распределение дискретной случайной 

величины аналогичное распределению Парето на основе дзе-
та-функции Римана

 ζ(s) = 
1
1s  + 

1
2s  + 

1
3s  + … 

определяя вероятности случайной величины через компоненты 
суммы

P{Yn = i} = 
1

ζ(n)in
 , i = 1, 2, …, n = 2, 3, …. 

Данное распределение часто называют дзета-распределени-
ем2. Начальные моменты

αk[Yn] = M�Yn
k� = 

1
ζ(n) �

1
in – k

∞

i = 1

 = 
ζ(n – k)

ζ(n) , k  ≤  n – 2 

не существуют при k > n – 2.

2  Дзета-распределение - Zeta distributionВикипедия site:wiki5.ru. URL: 
https://wiki5.ru/wiki/Zeta_distribution.

Рис. 1. Распределения вероятностей случайных величин Y2, Y4, Y6 
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В данной работе предлагается еще одно семейство дискрет-
ных распределений, у которых конечными являются только не-
сколько начальных моментов.

Рассмотрим телескопический ряд3

1
i(i + 1)…(i + k) , i = 1, 2, …, k ≥ 1  

со следующей суммой элементов

�
1

i(i + 1)…(i + k) 
∞

i = 1

= 
1
k � �

1
i(i + 1)…(i + k – 1)  – 

1
(i + 1)…(i + k)�  = 

1
k × k!

.
∞

i = 1

 =

�
1

i(i + 1)…(i + k) 
∞

i = 1

= 
1
k � �

1
i(i + 1)…(i + k – 1)  – 

1
(i + 1)…(i + k)�  = 

1
k × k!

.
∞

i = 1

 

На основании такого ряда можно построить распределение 
вероятностей

 P{Xk = i} = 
k × k!

i(i + 1)…(i + k)  = k × k!×
(i – 1)!
(i + k)!

, i = 1, 2, …, k ≥ 1 

случайной величины Xk. Распределения вероятностей для некото-
рых значений k представлены на рис. 2. Функцию распределения

Fk(x) = P{Xk < x} 

для целочисленных значений аргумента можно рассчитать, пред-
ставляя вероятности в виде разностей

Fk(m) = 1 –  P{Xk ≥ m} = 1 – �
k × k!

i(i + 1)…(i + k)

∞

i = m

 = 

= 1 – 
k!

m(m + 1)…(m + k – 1) , m = 1, 2, …. 

Математическое ожидание Xk

 M[Xk] = �
i × k × k!

i(i + 1)…(i + k) 
∞

i = 1

= k × k! ���
1

i…(i + k – 1)

∞

i = 1

�  – 
1
k!�  = 

= k × k! �
1

(k – 1) × (k – 1)!
 – 

1
k!�  = 

k
k – 1 , k > 1 

3  Телескопический ряд. URL: https://ru.wikipedia.org/wiki/ Телескопиче-
ский_ряд.
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не определено для случайной величины X1, которая вообще не 
имеет конечных начальных моментов.

Вид распределения вероятностей позволяет найти специаль-
ные числовые характеристики

fn[Xk] = M[Xk(Xk + 1)…(Xk + n – 1)]= 

�
i(i + 1)…(i + n – 1)k × k!

i(i + 1)…(i + k)

∞

i = 1

 = 
k × n!
k – n , 

которые расходятся к бесконечности при n ≥ k. Начальные мо-
менты 

α1[Xk] = f1[Xk], 

α2[Xk] = f2[Xk] – f1[Xk], 

α3[Xk] = f3[Xk] – 3f2[Xk] – f1[Xk], 

… также расходятся к бесконечности при n ≥ k.
Аналогично ведут себя центральные моменты. В частности, 

дисперсия

 D[Xk] = f2[Xk] – f1[Xk] – f1[Xk]2 = 
k2

(k – 2)(k – 1)2 

конечна при k ≥ 3.
Производящую функцию вероятностей распределения Xk 

можно определить на основе рекуррентного соотношения
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Рис. 2. Распределения вероятностей случайных величин X1, X2, X4
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vk(s) = M[sXk] = �
k × k!

i(i + 1)…(i + k) si =
∞

i = 1

 

= k! � si �
1

i(i + 1)…(i + k – 1)  – 
1

(i + 1)…(i + k)� 
∞

i = 1

= 

= 
k

k – 1
s – 1

s
vk – 1(s) + 1. 

Его применение дает следующий результат

vk(s) = k �
s – 1

s �
k – 1

v1(s) + �
k

k – j

k – 2

j = 0

�
s – 1

s �
j

. 

Для вычисления производящей функции распределения X1

v1(s) = �
1

i(i + 1) si
∞

i = 1

 

рассмотрим функцию 

 f = v1(s)= �
1

i(i + 1) si + 1
∞

i = 1

,  f'' = � si – 1
∞

i = 1

=
1

1 – s
. 

В результате интегрирования получаем

 f  = (1 – s)ln(1 – s) + s 

 v1(s) = 
1 – s

s
ln(1 – s) + 1 

Окончательно получаем 

vk(s) = –k �
s – 1

s �
k

ln(1 – s) + �
k

k – j

k – 1

j = 0

�
s – 1

s �
j

 

Можно ввести параметры в телескопический ряд, если вме-
сто натуральных чисел использовать компоненты арифметической 
прогрессии a + q, a + 2q, a + 3q, ..., a + iq, .... Вероятности 

P{Xk(b) = i} = 
kq(a + q)(a + 2q)…(a + kq)

(a + iq)(a + (i + 1)q)…(a + (i + k)q)  = 

= 
k(b + 1)(b + 2)…(b + k)

(b + i)(b + i + 1)…(b + i + k) , b = 
a
q

 ≥ 0, i = 1, 2, …, k = 1, 2,… 
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в этом случае будут зависеть от одного параметра b. Графики та-
ких распределений для некоторых значений параметров приведе-
ны на рис. 3. Графики демонстрируют, что увеличение b делает 
распределение более пологим. 

Для поиска моментов используем соотношение

 M[(Xk(b) + b)(Xk(b) + b + 1)…(Xk(b) + b + n – 1)] = 

= ��
k(b + 1)(b + 2)…(b + k)

(b + i + n)(b + i + n + 1)…(b + i + k)

∞

i = 1

� = 

= 
k(b + 1)(b + 2)…(b + n)

k – n , k > n, 

используя которое можно определить математическое ожида-
ние Xk(b) 

 M[Xk(b)] = 
k + b
k – 1 , k > 1, 

которое будет линейно зависеть от параметра b, и дисперсию

 D[Xk(b)] = 
k(b + 1)(b + k)
(k – 2)(k – 1)2 , k > 2. 

Предложенное семейство случайных величин может най-
ти применение для исследования статистических методов оце-
нивания. 
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Рис. 3. Распределения вероятностей случайных величин X4(b)  
с параметрами b = 1, b = 3, b = 7.
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