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Математическая модель для скорости заражения  
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Аннотация. Пандемия новой коронавирусной инфекции оказала сильное 

влияние на социально-экономическое развитие многих стран. В настоящее время 
большую актуальность представляет ис¬следование эпидемических моделей. 

Целью данной работы является построение математической модели для 
скорости заражения неинфицированных пациентов, находящихся в больнице. В 
статье описывается комбинаторная модель распространения эпидемии COVID-19 
среди пациентов, госпитализированных в неинфекционные больницы. Комбина-
торным методом, а также с применением усовершенствованной модели эпиде-
мической кинетики для населённого пункта, выведена аналитическая формула 
для скорости заражения неинфицированных пациентов без различий и с учётом 
различий в работе отделений больницы.  Произведены  оценки скорости зараже-
ния пациентов для вируса δ и вируса Ω на примере областной больницы города 
Иркутска и медицинских стационаров города в целом.
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Введение
В условиях разразившейся эпидемии COVID-19 резко воз-

растает нагрузка на организации здравоохранения. К ним отно-
сятся поликлиники, инфекционные отделения больниц, пункты 
скорой медицинской помощи, лаборатории диагностики и тести-
рования больных. 

Органы власти в условиях разразившейся эпидемии осу-
ществляют комплекс мер по снижению эпидемической нагрузки 
на население и органы Здравоохранения. Закрываются или огра-
ничивается обслуживание в организациях общественного пита-
ния. Школы и ВУЗы переводятся на дистанционное обучение. 
Ограничиваются перевозки граждан общественным транспортом. 
Отменяются общественные и спортивные мероприятия. Пенсио-
нерам запрещается выходить на улицы. Все это ложится тяжелым 
бременем на население. 

Для расчета вариантов возможных мер по снижению на-
грузки на медицинские учреждения, а также сроков снятия ка-
рантинных мер используется математическое моделирование 
эпидемии [1–8].

Расчеты эпидемии COVID-19 для крупного города на приме-
ре Иркутска и Москвы [9; 10] показали, что взрывной колоколоо-
бразный ход эпидемии продолжается до 100 дней. Затем эпидемия 
не исчезает, а переходит в квазистационарный (ждущий) режим 
протекания, который определяется наличием постоянно действу-
ющих источников заражения. К числу таких источников относятся 
завоз инфицированных лиц транспортными потоками (авиацией, 
поездами, кораблями и др.), постоянно действующее заражение в 
поликлиниках и неинфекционных больницах и другое. В работах 
[11; 12] получены аналитические формулы для скорости зараже-
ния граждан в поликлиниках населенного пункта. 

В данной статье рассмотрим подробнее вывод аналитиче-
ской формулы для скорости заражения неинфицированных паци-

is of great relevance. The purpose of this work is to build a mathematical model for 
the infection rate of uninfected patients in the hospital. The article describes a combi-
natorial model of the spread of the COVID-19 epidemic among patients admitted to 
non-infectious hospitals. Using the combinatorial method, as well as using an improved 
model of epidemic kinetics for a locality, an analytical formula was derived for the rate 
of infection of uninfected patients without differences and taking into account differ-
ences in the work of hospital departments. Estimates of the rate of infection of patients 
for the δ virus and the Ω virus were made using the example of the regional hospital 
in the city of Irkutsk and medical hospitals in the city as a whole.

Keywords. Mathematical modeling of epidemics, theoretical models of epi-
demics, coronavirus spread model, infection in non-infectious hospitals, new coro-
navirus infection, a permanent source of infection with a viral infection. 
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ентов, находящихся в больнице. Численные оценки проведем для 
города Иркутска. 

Скорость заражения в неинфекционных стационарах
1. Комбинаторная задача о размещении в больнице новых 

больных, среди которых имеются, скрыто инфицированные лица.
Пусть в больнице N коек. Все койки заполнены пациентами. 

Эти койки распределены по палатам: имеется n1 одноместных па-
лат, n2 — двухместных,... ni — i-местных,... nI — палат с макси-
мальной вместимостью I.

В конкретный день из больницы выписали k пациентов. На 
другой день на освободившиеся места приняли новых пациентов. 
Освободившиеся койки распределены по больничным местам слу-
чайным образом. Среди вновь принятых пациентов имеется L ин-
фицированных. Для целых чисел выполнены неравенства

N >> k >> L.

Считается, что каждый инфицированный заражает всех дру-
гих неинфицированных пациентов, находящихся в палате с веро-
ятностью 100 %. Определить скорость заражения неинфицирован-
ных пациентов, находящихся в больнице.

Мы имеем дело с комбинаторной задачей о размещении k 
новых неразличимых пациентов на N различных местах (койках 
больницы) с учетом разбиения этих мест по палатам. Так как для 
нас не играют роли персональные данные и диагнозы пациентов, 
то это именно классическая задача о размещениях неразличимых 
пациентов по различным койко-местам в больнице.

Рассмотрим палату с вместимостью i. В нее может попасть 
0,  1, 2... i новых пациентов. Подсчитаем общее количество раз-
мещений k пациентов по N койкам больницы. Если в палате ока-
залось m новых пациентов, то число размещений с учетом этого 
обстоятельства будет равно произведению числа размещений m 
пациентов внутри палаты и числу размещений k – m пациентов 
оказавшихся вне палаты, Взяв сумму по числу пациентов, оказав-
шихся внутри палаты, получим 

RN
k  = Ri

0RN-i 
k + Ri

1RN – i 
k – 1 + Ri

2RN – i
k – 2 + … + Ri

iRN – i
k – i . 	 (1)

Здесь Ri
0 = 1 , так как 0! = 1. Также Ri

i = 1 . Формула для RN
k   

приведена ниже (4).
Разделим (1) на RN

k  

1 = 
 Ri

0RN-i 
k

RN
k  + 

Ri
1RN – i 

k – 1  
RN

k + 
Ri

2RN – i
k – 2  

RN
k + … + 

Ri
iRN – i

k – i

RN
k .  	 (2)
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Соотношение (2) позволяет ввести понятие вероятности попа-
дания в палату с вместимостью i, m новых пациентов. В самом деле

� pm
i

m = 0

(N, k, i) = 1, pm(N, k, i) = 
Ri

mRN – i
k – m

RN
k . 	 (3)

Согласно [11] число размещений k неразличимых предметов 
по N различным местам равно

RN
k  = 

N!
(N – k)!k!

. 	 (4)

Отметим, что (4) совпадает с формулой для биномиальных 
коэффициентов, т.е. RN

k  ≡ СN
k  .

Рассмотрим далее конкретный вариант размещения k новых 
пациентов по N койкам, при котором в палату вместимостью i 
попадает m новых пациентов. Вероятность такого события опи-
сывается отдельным слагаемым в правой части (2) или величи-
ной pm(N, k, i). 

Допустим далее, что среди k новых пациентов оказалось L 
инфицированных. Подсчитаем далее количество случаев размеще-
ния L инфицированных пациентов по k новым местам. В палате с 
m новыми пациентами может не оказаться инфицированных лиц, 
может оказаться одно инфицированное лицо, может оказаться два 
инфицированных лица, наконец, может оказаться m или L инфи-
цированных пациента в зависимости от соотношения между этими 
числами. Применив формулу типа (1), запишем

Rk
L = Rm

0 Rk – m
L  + Rm

1 Rk – m
L – 1  + Rm

2 Rk – m
L – 2  + … + Rm

mRk – m
L – m, L ≥ m 	 (5)

Rk
L = Rm

0 Rk – m
L  + Rm

1 Rk – m
L – 1  + Rm

2 Rk – m
L – 2  + … + Rm

L Rk – m
0 , L < m. 	 (6)

Разделив (5-6) на Rk
L 

1 = 
 Rm

0 Rk – m
L

Rk
L  + 

Rm
1 Rk – m

L – 1

Rk
L  +

  Rm
2 Rk – m

L – 2

Rk
L  + … + 

Rm
mRk – m

L – m

Rk
L , L ≥ m 	 (7)

1 = 
 Rm

0 Rk – m
L

Rk
L  + 

Rm
1 Rk – m

L – 1

Rk
L  + 

 Rm
2 Rk – m

L – 2

Rk
L  + … + 

 Rm
L Rk – m

0

Rk
L , L < m 	 (8)

приходим к понятиям вероятностей

pl(k, m, L) = 
Rm

1 Rk – m
L – 1

Rk
m . 	 (9)

Формулы (7–8) могут быть записаны в виде суммы
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� pl(k, m, L)

m (L ≥ m)
L (L < m)

l = 0

= 1.  	 (10)

Вероятность (9) описывает появление в палате с m новыми 
пациентами l инфицированных из L появившихся в больнице для 
случая, когда в больницу положили k новых пациентов.

Учтем, что события по размещению новых пациентов по ос-
вободившимся койкам больницы и появление инфицированных 
пациентов среди них являются событиями независимыми. Поэ-
тому вероятности (3) и (9) можно перемножать. Например, веро-
ятность появления в палате с вместимостью i новых пациентов в 
количестве m и среди них l инфицированных (l ≤ m) будет равна

pm(N, k, i) ∙ pl(k, m, L). 	 (11)

Для того чтобы получить количество инфицированных лиц 
в больнице в результате суточной госпитализации новых пациен-
тов нужно умножить (11) на число неинфицированных пациентов 
в палате (i – l). Далее нужно получившееся выражение просумми-
ровать по всем возможным комбинаторным вариантам заражения 
(по числам l и m) и по всем палатам. В результате получим

∆N = � � � ni(i – l)pm(N, k, i) ∙ pl(k, m, L)

m (L ≥ m)
L (L < m)

l = 1

. 
i

m = 1

I

i = 1

 	 (12)

Формулу (12) можно также переписать в виде

∆N(N, k, L) = � ni

I

i = 1

� pm(N, k, i)
i

m = 1

� (i – l) pl(k, m, L)

m (L ≥ m)
L (L < m)

l = 1

. 

pm(N, k, i) = 
Ri

mRN – i
k – m

RN
k , pl(k, m, L) = 

Rm
l Rk – m

L – l

Rk
m . 	 (13)

Далее следует рассмотреть особенности формул (12–13), 
связанные с наличием неравенства N >> k >> L.

Случай L = 1 (в суточном приеме больных имеется одно ин-
фицированное лицо)

∆N1(N, k) = �(i – l)ni

I

i = 1

� pm(N, k, i)
i

m = 1

p1(k, m, 1) 	 (14)∆N1(N, k) = �(i – l)ni

I

i = 1

� pm(N, k, i)
i

m = 1

p1(k, m, 1) 
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p1(k, m, 1) = 
Rm

1 Rk – m
0

Rk
m  = 

m ∙ 1

� k!
(k – m)!m!�

 = m
(k – m)!m!

k!
 

Рассмотрим произведение вероятностей

pm(N, k, i)p1(k, m, 1) = 
Ri

mRN – i
k – m

RN
k  ∙ 

Rm
1 Rk – m

0

Rk
m  = 

= �
i!

(i – m)!m!
 ∙ 

(N – i)!
(N – i – k + m)!(k – m)!

 ∙ 
(N – k)!k!

N! � × 

× �
m!

(m – 1)!1!
∙

(k – m)!
(k – m)!0!

∙
(k – m)!m!

k! � = 

= m
i!

(i – m)!
 ∙ 

(N – i)!(N – k)!
(N – i – k + m)!N!

. 

Воспользуемся далее формулой Стирлинга, согласно кото-
рой при N → ∞

(N – r)! → �2π(N – r)e–NNN – r. 

В результате получим

pm(N, k, i)p1(k, m, 1) → m
i!

(i – m)!
�

(N – i)(N – k)
(N – i – k + m)N

 ∙ N–m. 

Корень при стремлении N к бесконечности стремится к 1. 
Степенной фактор N–m показывает, что имеет смысл учитывать 
только значение m = 1, так как N большое число (число коек в 
больнице может достигать N = 1 000). Поэтому

∆N1(N, k)= �(i – 1)ni

I

i = 1

� pm(N, k, i)
i

m = 1

p1(k, m, 1) → 

→ �(i – 1)ni

I

i = 1

pm = 1(N, k, i)p1(k, m, 1) → 

→ 
1
N �(i – 1)ni

I

i = 1

�
(N – i)(N – k)

(N – i – k + m)N
 → 

→ 
1
N �(i – 1)ni

I

i = 1

. 

	 (15)
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2. Формула для скорости заражения без различий в работе 
отделений больницы.

Определим, количество скрыто инфицированных лиц, кото-
рые будут госпитализированы в больницы города. Доля скрыто 
инфицированных лиц в городе в день t согласно модели усовер-
шенствованной эпидемической кинетики [12] составляет

 δ(t) ≅ 
1

N0
�

dN–(t')
dt'

t

t – τ

dt' = 
τ

N0

N–(t) – N–(t – τ)
τ

 ≅ 
τ

N0

dN–(t)
dt

.  	 (16)

Тогда количество инфицированных лиц, ежедневно попада-
ющих в больницу, составит величину

dNБИ

dt
 = kδ(t) = 

kτ
N0

dN–(t)
dt

. 	 (17)

Для того, чтобы получить ежедневную скорость заражения в 
больнице нужно количество инфицированных лиц (17) умножить 
на величину (15)

dNБ(t)
dt

 = 
kτ
N0

dN–(t)
dt

∆N1 = 
kτ

N0N �� (i – 1)ini

I

i = 1

�  ∙ 
dN–(t)

dt
. 	 (18)

Формула (18) элементарно обобщается на все больницы 
города. В этом случае под ni следует понимать коечный фонд не 
отдельной больницы, а всех неинфекционных больниц города. В 
формуле (18):

N0 — численность города;
N — коечный фонд больницы;
k — число госпитализаций в сутки (k = N / τ+);
τ — период скрытой инкубации вирусного заболевания;
τ+ — среднее время нахождения пациента в больнице;
ni — количество палат с вместимостью i – коек;
dN–(t)

dt
  — скорость заражений в городе (число заражений в 

сутки).

Численные оценки для города Иркутска
Рассмотрим далее оценки на основе формулы (18) для об-

ластной клинической больницы города Иркутска (ИОКБ). По дан-
ным Иркутскстата численность населения Иркутской области на 
1 января 2021 г. — 2 375 021 чел., а численность населения города 
Иркутска — 617 515 чел.1

1  URL: https://irkutskstat.gks.ru/ofstatistics.
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Определим скорость заражения в городе Иркутске с помо-
щью процентного соотношения. По Иркутской области на 18 фев-
раля 2022 г. по данным Оперштаба по коронавирусу подтвержден-
ных случаев инфицирования (+3 015), в том числе: выздоровело 
(+1 434), умерло (+16). Следовательно, на 18 февраля 2022 года по 
городу Иркутску скорость инфицирования COVID-19 составила 
3 015/2 375 021 ∙ 617 515 ≈ 784 чел. в сутки. 

ИОКБ по структуре делится на: Стационар (845 коек), Амбу-
латория (1 000 посещений в день), Дневной стационар (60) и Об-
ластной перинатальный центр (210). Соответственно, общий кой-
ко-фонд больницы составляет 1 115. Неинфекционный коечный 
фонд на данный момент, с исключением детских палат, составляет 
472 койки.

Известно, что τ — инкубационный период заболевания для 
COVID-19 для вируса δ – τ = 7, для вируса Ω – τ = 3 дня.

Для расчета времени выздоровления пациента, возьмем 
статистические данные по выбывшим из больницы пациентам за 
2021 г., причем выделим лечение в неинфекционных отделениях 
(заболевания, кроме COVID), таким образом, необходимо иссле-
довать 27 570 случаев. Далее рассчитаем время выздоровления од-
ного пациента от других заболеваний. Получаем τ+ = 10 дней. 

1. Оценки для вируса δ на примере данных областной боль-
ницы города Иркутска на 19 декабря 2021 г.

dNБ(t)
dt

 = 
τ

τ+N0
�� (i – 1)ini

I

i = 1

�  ∙ 
dN–(t)

dt
 = 

7
10 ∙ (6 ∙ 105)

1 302 ∙ 150 = 0,23. 

Получается 1 заражение в 5 дней.
2. Оценки для вируса Ω на примере областной больницы го-

рода Иркутска на 18 февраля 2022 г.

dNБ(t)
dt

 = 
3

10 ∙ (6 ∙ 105)
1 260 ∙ 784 = 0,49. 

Получается одно заражение в два дня.
3. Приведем ниже формулу, учитывающую особенности ра-

боты отделений больницы

dNБ(t)
dt

 = 
τ

N0

dNБ(t)
dt �

1
τ+

k

K

k = 1

� (i – 1)ink
i

Ik

i = 1

, 

dNБ(t)
dt

 = 
τ

τ+N0
�� (i – 1)ini

I

i = 1

�  ∙ 
dN–(t)

dt
 = 

7
10 ∙ (6 ∙ 105)

1 302 ∙ 150 = 0,23. 
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N0 — численность города;
dN–(t)

dt
  — скорость заражений в городе (число заражений в 

сутки);
τ — период скрытой инкубации вирусного заболевания;
τ+

k   — среднее время выздоровления пациента в k-ом отделении;
nk

i  — количество палат с вместимостью i – коек в k-ом от-
делении;

Ik — максимальная вместимость палаты в k-ом отделении;
K — количество отделений.
Для проведения оценок необходимо иметь статистические 

величины τ+
k  , описывающие среднее время госпитализации паци-

ентов в k-ом отделении больницы. На данный момент таких дан-
ных у авторов работы не имеется. Однако, есть основания пола-
гать, что учет различий в работе отделений больницы не приведет 
к существенному изменению оценок, так как показатели работы 
отделений усредняются по всей больнице.	

4. Заражение в неинфекционных больницах Иркутска
Медицинскую помощь жителям города Иркутска оказывает 

60 учреждений здравоохранения различного ведомственного под-
чинения, в том числе 30 – муниципальных. Общий коечный фонд 
в муниципальных больницах города – 11,6 тыс. коек. Если взять 
пропорцию по количеству медицинских стационаров в городе, то 
общий коечный фонд примерно составит 11,6 ∙ 2 = 23,2 тыс. коек.

Оценить коечный фонд города можно также следующим об-
разом. По данным годового отчета министерства здравоохранения 
Иркутской области за 2021 г. неинфекционный коечный фонд со-
ставляет 99 712 коек, соответственно в процентном соотношении 
относительно численности населения по городу Иркутску получа-

ем 25 925 коек. Далее по формуле (18) получаем 
dNБ(t)

dt
  ≈ 10 зара-

жений в сутки (для вируса δ). Отметим, что обе оценки коечного 
фонда примерно совпадают.

Выводы
В данной работе решена комбинаторная задача, позволив-

шая вычислить скорость заражения вирусной инфекцией пациен-
тов неинфекционных стационаров городских больниц на примере 
города Иркутска. Доля скрыто инфицированных лиц, среди еже-
дневно госпитализируемых в стационары, определена на основе 
исследования [12].

Заражение COVID-19 в неинфекционных больницах отно-
сится к стационарно действующему источнику инфекции. При-
чиной существования такого источника является то, что среди 
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госпитализируемых пациентов имеются скрыто инфицирован-
ные лица. Инфекция обладает инкубационным периодом, на про-
тяжении которого заболевание никак не проявляется и не может 
быть обнаружено посредством тестирования. Такие лица попада-
ют в больницу и заражают других пациентов, с которыми лежат 
в одной палате. 

В работе получена формула (18) для скорости заражения ин-
фекцией, обладающей инкубационным периодом, в неинфекцион-
ных стационарах города. Проведены оценки для отдельной боль-
ницы на примере ИОКБ и всего города Иркутска.

Другой источник стационарного заражения происходит в 
поликлиниках города [12]. Анализ, проведенный выше, показы-
вает, что скорость заражения в больницах Иркутска составляет 
примерно 10–15 % от скорости заражения граждан в поликлини-
ках города.

Таким образом, изучение комбинаторных задач о заражении 
вирусной инфекцией в различных учреждениях представляет не-
сомненный интерес.
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