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Аннотация. Работа посвящена разработке и применению высоко-
точных математических моделей, алгоритмов и программ для исследова-
ния неоднородности механических характеристик материала и геометрии 
реальных деформируемых твердых тел на основе их сканирования, 
а также позволит применять эти данные для повышения точности и реа-
листичности в конечно-элементной модели при анализе их напряженно-
деформированного состояния.
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В настоящее время при математическом конечно-
элементном (КЭ) моделировании механические характе-
ристики материала деформируемых твердых тел (ДТТ) 
задаются в виде усредненного значения, используемо-
го для всей модели в целом и полученного при испытании 
стандартных образцов. Данное обстоятельство в расчетно-
инженерной практике остается вполне приемлемым.  
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Однако на современном этапе технического развития все бо-
лее широкое применение в авиакосмической отрасли, машино-
строении, строительстве, медицине и др. находят полимерные 
композитные материалы и материалы природного происхож-
дения. Реальное изменение механических характеристик для 
них сильно отличается от усредненного значения, что при 
анализе напряженно- деформированного состояния (НДС) 
КЭ моделей может привести к высокому уровню искажения 
результатов.

Для решения представленной проблемы в работе предла-
гается использовать технологию сканирования деформируемых 
твердых тел (рис. 1), которая дает возможность распознава-
ния в них изменения механических характеристик материа-
ла и геометрии [1; 2], а главное, применять эти данные для 
повышения точности и реалистичности при математическом 
КЭ моделировании�.

 

                                       

 
   а                                      б
Рис. 1. Медицинский (а) и промышленный (б) томограф 
и полученный пакет растровых изображений сканирования 
ДТТ

В качестве приложения построения математической КЭ 
модели используются расчеты костной ткани, в виде бедрен-
ной кости и зуба человека как самая сложная структура ма-
териала.

Представленный выбор не принципиален, но обуслов-
лен двумя важными причинами: высокой степенью неодно-
родности материала и индивидуальности геометрии а также 
высоким уровнем развития технологии сканирования компью-
терным томографом.

Кроме того, в практике исследования механических ха-
рактеристик костной ткани существует достаточно большое 
количество результатов натурных испытаний, которые необ-
ходимы для оценки точности и сходимости результатов на-
стоящего математического моделирования [3–5].
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На рис. 2 представлена технология построения КЭ мо-
делей реальных деформируемых твердых тел на основе их 
КТ сканирования.

Основными этапами построения КЭ моделей реальных 
ДТТ на основе КТ сканирования являются [1; 6; 7]:

Этап 1: Подготовка
На начальном этапе (рис. 2, блок 1–4) проводится пред-

варительная оценка неоднородности структуры и геометрии 
изучаемого ДТТ по параметрам: степень неоднородности струк-
туры и механических характеристик; особенность и степень 
нерегулярности геометрии, наличие контактирующих тел, 
внешние условия, обзор данных натурных испытаний и др.

В зависимости от результатов предварительной оценки 
изучаемого ДТТ, проводятся выбор тип КТ и формирование 
настроек процесса сканирования [1; 2]. Важными настройка-
ми для получения необходимого результата являются толь-
ко некоторые. К ним относятся: шаг сканирования, основное 
и дополнительные направления сканирования, размер и тип 
формата полученных данных сканирования, которые фор-
мируются в виде растровых изображений сечений ДТТ. Ка-
ждое из этих изображений сохраняется в памяти компьютера 
в виде матрицы индексов цвета.

Этап 2: Обработка данных сканирования и натурных 
испытаний

Геометрия сечения деформируемого твердого тела опре-
деляется двумя компонентами: внешним контуром и конту-
рами внутренней структуры. Для реализации их построения 
используются два этапа.

На первом этапе, проводится выделение областей с ярко 
выраженными изменениями механических характеристик мате-
риала с целью построения предварительных контуров и опре-
деление временного центра тяжести (рис. 3).

На втором этапе относительно контуров, полученных 
на первом этапе, проводится уточнение геометрии сечения, ко-
торое осуществляется с использованием математической моде-
ли анализа максимального градиента изменения индекса цвета 
пикселя. Полученные контуры всех сечений ДТТ объединя-
ются для создания каркасной модели (рис. 4) относительно 
направления КТ сканирования. Расстояние между сечения-
ми равно шагу сканирования.

Если геометрия ДТТ носит некоторый регулярный ха-
рактер, то наиболее оптимальным является переход от кар-
касной модели геометрии сразу к генерации сетки КЭ модели 
с использованием конечных элементов (КЭ) типа гексаэдр.



 System Analysis & Mathematical Modeling. 2019. Т. 1, №  1

41

Рис. 2. Общая блок-схема математического моделирования 
ДТТ с неоднородными механическими характеристиками 
материала и геометрией на основе сканирования

  

 

Рис. 3. Предварительное построение контура геометрии 
и внутренней структуры ДТТ с помощью специальных 
функций «0–1» (а) и «0–1–2» (б)
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Рис. 4. Каркасная модель геометрии сечений зуба (а),
верхней части зуба (б) и кости (в) человека

Если геометрия ДТТ носит нерегулярный характер, то 
дополнительно после формирования каркасной модели ДТТ 
на её основе осуществляется построение объёмной твердотел-
ной геометрической модели. Дальнейшее здесь моделирование 
связано с генерацией КЭ сетки в твердотельной геометриче-
ской модели с использованием КЭ типа тетраэдр.

Далее для построения КЭ модели ДТТ необходимо опре-
делиться с его механическими характеристиками материала. 
В настоящей работе в отличие от существующей практики 
осреднения для решения задачи моделирования неоднород-
ности материала используется принцип, построенный на двух 
составляющих: — пиксельной характеристики растровых изо-
бражений сканирования; и — данных испытаний стандарт-
ных образцов�.

Принцип определения этой неоднородности заключается 
в том, что необходимо вычисление зависимости между значе-
ниями индексов цвета и структурой механических характе-
ристик материала. При этом, последовательно выполняются 
следующие действия [1; 6; 7]:

— вычисляется весовой коэффициент для определения 
модуля упругости относительно значения индекса цвета пик-
селей;

—  совмещаются узлы сетки КЭ модели с координата-
ми пикселей;

— определяются механические характеристики матери-
ала узлов и элементов КЭ модели;

— осуществляется преобразование структуры данных в виде 
файла *.pcl для возможности использования в КЭ модели.

Этап 4: Построение КЭ модели ДТТ в целом.
Результатом выполнения всех предыдущих этапов явля-

ется КЭ модель, в которой представлено поле изменения мо-
дуля упругости, как основной механической характеристики 
ДТТ и индивидуальность его геометрии (рис. 5).

а б в
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Рис. 5. Распределение модуля упругости бедренной кости 
в КЭ модели с использованием типа конечных элементов 
ТЕТ (а) и НЕХ (б)

Анализируя результат, представленный на рис. 5 необхо-
димо отметить, что область сечения имеет условно две зоны: 
силовую, где E изменяется от 1,7E4 МПа до 2,1E4 МПа; 
и не силовую, где E изменяется от 0,8E4 МПа до 1,7E4 МПа.

Доказательство точности и сходимости представленного 
численного решения приведено в работах [7; 8].

Этап 5: Проведение анализа НДС КЭ моделей ДТТ
Ниже на рис. 6 представлены результаты анализа 

НДС КЭ моделей зуба человека в челюсти в виде распре-
деления эквивалентных напряжений (показаны в некотором 
срединном сечении). Эти результаты представлены в сравне-
нии: — на рис. 6, б приведены напряжения при использова-
нии моделирования структуры механических характеристик, 
полученных на основе сканирования; — на рис. 6, в приве-
дены напряжения при использовании осреднения механиче-
ских характеристик в КЭ модели.

Результаты анализа напряженно-деформированного со-
стояния их КЭ моделей показывают, что:

— с моделированием неоднородности материала резуль-
тат совершен подходит для реальной работы зуба человека, 
что в структуре зуба, эмаль и дентин воспринимают нагрузку.

— без учета моделирования неоднородности, получен-
ная картинка напряжений в сечении не характеризует реаль-
ным принципом его работы.
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Рис. 6. Результат анализа НДС — эквивалентное напряжение 
КЭ модели зуба (а)c учетом реального изменения механиче-
ских характеристик материала (б) и без учета этого измене-
ния (усредненного значения) (в)

Результаты анализа напряженно-деформированного со-
стояния их КЭ моделей показывают, что:

— с моделированием неоднородности материала, резуль-
тат совершен подходит для реальной работы зуба человека, 
что в структуре зуба, эмаль и дентин воспринимают нагрузку.

— без учета моделирования неоднородности, получен-
ная картинка напряжений в сечении не характеризует реаль-
ным принципом его работы.

Заключение: Представленный комплекс математических 
методов моделирования интерпретации растровых изображе-
ний сканирования КТ, позволяет проводить построение КЭ 
моделей для любых сложных структур механических харак-
теристик материала реальных ДТТ и их индивидуальной ге-
ометрии.

Результаты решения контактной задачи взаимодействий 
ДТТ также подтверждают точность и надежность применения 
представленной технологии КЭ моделирования на основе ска-
нирования реальных ДТТ с учетом неоднородности механиче-
ских характеристик материала и индивидуальности геометрии.

Разработанная технология математического моде-
лирования может быть применена для любых физиче-
ских принципов сканирования, таких как рентгеновский, 
ультразвуковой, лазерный и др. и для любых типов ма-
териалов, когда полученная в результате сканирования  
информация сформирована в виде цифрового (растрового) 
изображения.

а б в
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